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บทคัดย่อ 
 

 โครงงานน้ีมีจุดเร่ิมตน้จากความสนใจในล าดบัของจ านวนฟิโบนัคชี 1, 1, 2, 3, 5, 8,…ซ่ึง
เป็นล าดบัท่ีเรียบง่ายแต่มีคุณลกัษณะทางคณิตศาสตร์อนัน่าสนใจ และปรากฏให้เห็นในธรรมชาติ
อย่างแพร่หลาย เช่น รูปแบบของกลีบดอกไม ้เปลือกหอย พายุหมุน และกาแลคซี เป็นตน้ ผูจ้ดัท า
เร่ิมตน้จากการจินตนาการถึงการน าจ านวนฟิโบนคัชีมาก าหนดต าแหน่งเป็นจุดบนแกน X  และ Y  
ในระนาบพิกดัฉากในลกัษณะหมุนวนตามล าดบัไปเร่ือย ๆ อยา่งไม่มีท่ีส้ินสุด จากนั้นลากส่วนของ
เส้นตรงเช่ือมจุดแต่ละคู่ให้ต่อเน่ืองกนัจนไดรู้ปเรขาคณิตท่ีมีลกัษณะคลา้ยกน้หอย ซ่ึงในโครงงานน้ี
เรียกว่า “รูปกน้หอยฟิโบนคัชีบนระนาบพิกดัฉาก” จากรูปท่ีสร้างขึ้นดงักล่าว ผูจ้ดัท าไดส้ังเกตและ
ตั้งขอ้ความคาดการณ์ทางคณิตศาสตร์ จนท าให้สามารถพิสูจน์ทฤษฎีบทท่ีน่าสนใจไดจ้ านวน 4 
ทฤษฎีบทท่ี ไดแ้ก่ 1. ความยาวของส่วนของเส้นตรงเส้นท่ี n  ในรูปกน้หอยฟิโบนชัชีสามารถหาค่า
ไดจ้ากรากท่ีสองของจ านวนฟิโบนคัชีตวัท่ี 2 1n+  2. อตัราส่วนของความยาวระหว่างเส้นตรงท่ีอยู่
ติดกนัจะลู่เขา้สู่อตัราส่วนทองค า เม่ือ n→  3. อตัราส่วนของพื้นท่ีรูปสามเหล่ียมในล าดบัท่ีอยู่
ติดกนัของก้นหอยจะลู่เขา้สู่ก าลงัสองของอตัราส่วนทองค า  และ 4. ส่วนของเส้นตรงในล าดับท่ี
ติดกนัจะตั้งฉากกนั เม่ือ n→  และสามารถขยายผลต่อไปไดว้่าเส้นท่ีห่างกนัสองล าดบัจะขนาน
กนั  
 โครงงานน้ีเป็นตวัอยา่งท่ีแสดงใหเ้ห็นชดัเจนวา่ “คณิตศาสตร์ไม่ใช่เพียงวิชาในต ารา แต่คือ
ภาษาท่ีธรรมชาติใชใ้นการออกตวัมนัเอง” จากเส้นตรงธรรมดา ๆ ท่ีเช่ือมต่อจุด ท าให้เราไดค้น้พบ
ความลึกซ้ึงของรูปเรขาคณิตท่ีไม่มีท่ีส้ินสุด ผ่านการสังเกต ตั้งค  าถาม และการคน้หาความหมายท่ี
ซ่อนอยู่ในส่ิงเรียบง่าย ผลการพิสูจน์และแบบจ าลองท่ีพฒันาไดน้ี้ นอกจากให้ความเขา้ใจในระดบั
ทฤษฎีแล้ว ในอนาคตอาจเป็นส่วนหน่ึงท่ีสามารถต่อยอดไปสู่การใช้งานจริง เช่น การสร้าง
แบบจ าลองตาพายุหมุนหรือกาแล็กซี และท่ีส าคญัท่ีสุดคือในมิติของผูเ้รียน โครงงานน้ีเป็นเวทีของ
การเรียนรู้แบบครบวงจร ตั้ งแต่การสังเกต วิเคราะห์ พิสูจน์ คิดสร้างสรรค์ ไปจนถึงการใช้
เทคโนโลยเีพื่อแสดงผล  
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 โครงงานเร่ือง “ก้นหอยฟิโบนัคชีบนระนาบพิกัดฉาก: จินตนาการจากกราฟสู่ความยาว
อนันต์และอัตราส่วนทอง” ฉบบัน้ี ส าเร็จลุล่วงไดด้ว้ยความกรุณาและการสนบัสนุนจากหลายฝ่าย 
ผูจ้ดัท าขอกราบขอบพระคุณเป็นอย่างยิ่งต่อคุณครูบุญเสริฐ จนัทร์ทิน ซ่ึงเป็นครูท่ีปรึกษาโครงงาน 
ท่ีไดใ้หค้  าแนะน าอยา่งใกลชิ้ด ช่วยช้ีแนะแนวทางการคิด วิเคราะห์ และพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์อย่าง
เป็นระบบ รวมทั้งใหก้ าลงัใจตลอดระยะเวลาการด าเนินโครงงาน  
 ผูจ้ดัท าขอขอบคุณคุณครูกลุ่มสาระการเรียนรู้คณิตศาสตร์ทุกท่าน ท่ีให้ความรู้พื้นฐานซ่ึง
เป็นรากฐานส าคัญในการสร้างสรรค์โครงงานน้ี รวมถึงเพื่อนนักเรียนท่ีช่วยแลกเปล่ียนความ
คิดเห็น ท าใหก้ารพฒันาแนวคิดและการน าเสนอผลงานเป็นไปอยา่งสมบูรณ์ยิง่ขึ้น 
 นอกจากน้ี ผูจ้ดัท าขอขอบคุณบิดา มารดา และครอบครัวท่ีให้ก าลงัใจ สนบัสนุนดา้นเวลา
และทรัพยากรตลอดการด าเนินงาน ตลอดจนแหล่งขอ้มูลต่าง ๆ ท่ีเปิดโอกาสให้ไดเ้รียนรู้และจุด
ประกายความคิดอยา่งลึกซ้ึง 
 ผูจ้ ัดท าหวงัเป็นอย่างยิ่งว่า โครงงานน้ีจะเป็นตัวอย่างหน่ึงของการเรียนรู้ท่ีเร่ิมต้นจาก
จินตนาการเล่น ๆ สู่ความเขา้ใจทางคณิตศาสตร์ท่ีมีความหมาย และสามารถเป็นแรงบนัดาลใจ
ใหแ้ก่ผูท่ี้สนใจในศาสตร์แห่งการคน้หาค าอธิบายน้ีต่อไป 
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บทที่ 1 
 

บทน า 
 
ความเป็นมาและความส าคัญของโครงงาน  

ผูจ้ดัท าโครงงานน้ีเร่ิมตน้ดว้ยความสนใจใน “จ านวนฟิโบนคัชี” ซ่ึงเป็นจ านวนท่ีสร้างขึ้น
อย่างเรียบง่าย แต่กลบัซ่อนความน่าพิศวงไวอ้ย่างลึกซ้ึง โดยจ านวนน้ีเร่ิมจาก 1 และ 1 แลว้ล าดบั
ถดัไปจะไดจ้ากการรวมกนัสองจ านวนก่อนหนา้ จนกลายเป็นล าดบัอนนัตท่ี์ปรากฏอยูใ่นธรรมชาติ
มากมาย ไม่ว่าจะเป็นการเรียงตวัของกลีบดอกไม ้รูปแบบของเปลือกหอย เกลียวพายุ ไปจนถึง
โครงสร้างของกาแลกซี เม่ือลองสังเกตให้ดีจะพบวา่ธรรมชาติรอบตวัลว้นมีจ านวนฟิโบนคัชีแทรก
อยูทุ่กหนทุกแห่ง ราวกบัวา่ธรรมชาติก าลงัใชค้ณิตศาสตร์ส่ือสารกบัเรา ความเขา้ใจเบ้ืองตน้น้ีท าให้
ขา้พเจ้ารู้สึกต่ืนเตน้ และตอ้งการศึกษาเชิงลึกมากขึ้นเพื่อคน้หาว่า ล าดับของจ านวนท่ีธรรมดาน้ี
สามารถน าไปต่อยอดในทางคณิตศาสตร์อยา่งไรไดบ้า้ง 

แรงบนัดาลใจของโครงงานน้ีจึงเร่ิมตน้จากค าถามง่าย ๆ คือ “จะเกิดอะไรขึ้น ถา้หากเราน า
จ านวนฟิโบนัคชีมาก าหนดเป็นจุดบนระนาบพิกดัฉาก โดยเรียงต าแหน่งแบบหมุนทวนหรือตาม
เข็มนาฬิกาบนแกน X และแกน Y แลว้เช่ือมจุดเหล่านั้นเขา้ด้วยส่วนของเส้นตรง?” ค าถามน้ีดู
เหมือนจะเป็นแค่การวาดรูปเล่นเท่านั้น แต่เม่ือขา้พเจา้ลองลงมือท า กลบัไดค้น้พบวา่รูปเรขาคณิตท่ี
เกิดขึ้นจากการเช่ือมต่อจุดตามจ านวนฟิโบนัคชีกลบักลายเป็นรูปคลา้ย “ก้นหอย” ท่ีหมุนวนไป
อย่างไม่มีท่ีส้ินสุด ซ่ึงมองดว้ยสายตาแลว้มนัมีสัดส่วนสวยงามและเม่ือนึกภาพจินตนาการว่ามนั
ขยายไปอย่างไม่มีท่ีส้ินสุดยิ่งชวนให้ต่ืนตาต่ืนใจอย่างบอกไม่ถูกว่าท าไมถึงเกิดความรู้สึกแบบน้ี 
ขา้พเจา้ขอเรียกรูปเรขาคณิตน้ีว่า “กน้หอยฟิโบนคัชีในระนาบพิกดัฉาก” และใชเ้ป็นจุดเร่ิมตน้ของ
การศึกษาความสัมพนัธ์เชิงคณิตศาสตร์ท่ีซ่อนอยู่ภายใน เพื่อตอบค าถามในใจว่าท าไมจึงมองรูปน้ี
แลว้มนัจึงไดส้ะดุจตานกั เช่น อาจมีความสัมพนัธ์กบัค่าอตัราส่วนทองเหมือนกบัภาพของโมนาลิซา 
หรืออาจมีคุณสมบติัทางคณิตศาสตร์ท่ีน่าสนใจอ่ืนๆ ท่ียงัไม่มีใครคน้พบ การศึกษาน้ีเป็นการบูรณา
การความรู้ทางคณิตศาสตร์จากหลายแขนง ทั้งเร่ืองล าดบั ทฤษฎีจ านวน ลิมิต และเรขาคณิต เพื่อ
คน้หาความรู้ใหม่ท่ีน่าต่ืนเตน้ 

เม่ือพิจารณาอย่างจริงจงั ขา้พเจา้พบว่าส่วนของเส้นตรงแต่ละเส้นท่ีเช่ือมจุดฟิโบนัคชีใน
กน้หอยน้ีมีความสัมพนัธ์เชิงเรขาคณิตกบัทฤษฎีบทพีทาโกรัส และยงัสามารถตั้งสมมติฐานเก่ียวกบั
ความยาว พื้นท่ี และมุมท่ีเกิดขึ้นในแต่ละส่วนของกน้หอยได้อย่างเป็นระบบ ขา้พเจา้เร่ิมทดลอง



พิสูจน์ขอ้สังเกตเหล่านั้นดว้ยความรู้คณิตศาสตร์ในระดบัชั้นมธัยมศึกษาตอนปลายท่ีก าลงัเรียนอยู่ 
และสามารถสร้างทฤษฎีบทขึ้นไดห้ลายขอ้ โดยเฉพาะความสัมพนัธ์ระหวา่งความยาวของส่วนของ
เส้นตรงกบัจ านวนฟิโบนคัชี ซ่ึงสามารถสรุปเป็นสูตรทัว่ไปท่ีใชค้  านวณไดง้่าย นอกจากน้ียงัพบวา่
อตัราส่วนของความยาวหรือพื้นท่ีในกน้หอยมีแนวโนม้จะลู่เขา้สู่ “อตัราส่วนทอง (Golden Ratio)” 
ซ่ึงเป็นค่าคงท่ีท่ีมีความส าคญัในทั้งคณิตศาสตร์ ศิลปะ สถาปัตยกรรม และธรรมชาติ นอกจากการ
พิสูจน์เชิงทฤษฎีแลว้ ขา้พเจา้ยงัไดพ้ฒันาโปรแกรมคอมพิวเตอร์อย่างง่าย เพื่อช่วยในการค านวณ
ความยาวและอตัราส่วนท่ีเก่ียวขอ้ง ซ่ึงช่วยลดความซับซ้อนและเพิ่มความน่าสนใจให้กบัโครงงาน 
การสร้างโปรแกรมน้ีท าให้ขา้พเจา้ไดฝึ้กทกัษะการประยุกตค์ณิตศาสตร์กบัเทคโนโลยี และเห็นว่า
คณิตศาสตร์ไม่ใช่เร่ืองไกลตวัอีกต่อไปแต่สามารถน ามาใชส้ร้างเคร่ืองมือท่ีมีประโยชน์ไดจ้ริง 

โครงงานน้ีจึงไม่ใช่แค่การวาดรูปหรือค านวณตวัเลขธรรมดา ๆ เท่านั้น แต่คือการบูรณา
การความรู้ทางคณิตศาสตร์เขา้กบัการสังเกต การตั้งสมมติฐาน การพิสูจน์ การประยุกต์ และการ
ส่ือสารความคิดอย่างเป็นระบบ ขา้พเจ้ามองว่าโครงงานน้ีเป็นโอกาสให้ผูเ้รียนอย่างขา้พเจ้าได้
ฝึกฝนการคิดวิเคราะห์อย่างลึกซ้ึง เรียนรู้การใชค้ณิตศาสตร์ในโลกจริง และเปิดมุมมองใหม่ท่ีท าให้
คณิตศาสตร์กลายเป็นเร่ืองท่ีทั้งสนุก ทา้ทาย และมีความหมาย ขา้พเจา้เช่ือมัน่ว่าโครงงานน้ีจะเป็น
ตวัอย่างของการเรียนรู้ท่ีเร่ิมจากความสงสัยเล็ก ๆ แลว้ต่อยอดไปสู่ความเขา้ใจท่ีลึกซ้ึงยิ่งขึ้น และ
เป็นแรงบนัดาลใจให้ผูเ้รียนรุ่นใหม่ไดม้องเห็นว่า คณิตศาสตร์ไม่ใช่เพียงวิชาในต ารา แต่คือภาษาท่ี
สามารถอธิบายความสวยงามของโลกใบน้ีไดอ้ยา่งน่าท่ึง ดงัในประวติัศาสตร์เคยไดแ้สดงให้เห็นว่า
การคน้พบทางคณิตศาสตร์ท่ีดูเหมือนเป็นเพียงความสวยงามทางทฤษฎีในตอนแรก อาจกลายเป็น
รากฐานของเทคโนโลยีท่ีเปล่ียนแปลงโลกในเวลาต่อมา เช่นเดียวกบัท่ีล าดบัฟิโบนคัชีท่ีคน้พบใน
ศตวรรษท่ี 13 ไดก้ลายมาเป็นแรงบนัดาลใจในการพฒันานวตักรรมมากมายในปัจจุบนั ตั้งแต่งาน
ศิลปะ สถาปัตยกรรม ไปจนถึงการออกแบบอลักอริทึมในคอมพิวเตอร์ 

 
วัตถุประสงค์ของโครงงาน 

โครงงานน้ีจดัท าขึ้นโดยมีเป้าหมายเพื่อศึกษาและส ารวจสมบติัทางคณิตศาสตร์ของจ านวน 
ฟิโบนคัชี ผา่นการประยกุตเ์ชิงเรขาคณิตในระนาบพิกดัฉาก โดยมีวตัถุประสงคส์ าคญัดงัต่อไปน้ี 

1. เพื่อสร้างรูปเรขาคณิตท่ีเกิดจากการลากเส้นเช่ือมจุดพิกดัของจ านวนฟิโบนัคชีบนระนาบ

พิกดัฉากในลกัษณะการหมุนตามหรือทวนเข็มนาฬิกา และส ารวจความสัมพนัธ์ท่ีน่าสนใจ

ในรูปเรขาคณิตท่ีได ้
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2. เพื่อสร้างและพิสูจน์ขอ้ความคาดการณ์ท่ีไดจ้ากการสังเกต ดว้ยการใชค้วามรู้พื้นฐานและ

หลกัการใหเ้หตุผลทางคณิตศาสตร์อยา่งเป็นระบบ 

3. เพื่อพฒันาโปรแกรมคอมพิวเตอร์อย่างง่าย ส าหรับค านวณและแสดงผลขอ้มูลจากทฤษฎี

บทท่ีคน้พบ ซ่ึงสะทอ้นถึงการประยุกต์ความรู้ทางคณิตศาสตร์เขา้กับเทคโนโลยีในทาง

ปฏิบติั 

 
ขอบเขตของโครงงาน 

1. ขอบเขตเน้ือหา 
โครงงานน้ีมุ่งศึกษาความสัมพนัธ์ทางคณิตศาสตร์ท่ีเกิดจากการน าล าดบัจ านวนฟิโบนัคชี

มาก าหนดเป็นจุดบนระนาบพิกัดฉาก โดยเช่ือมจุดเหล่านั้นด้วยส่วนของเส้นตรงตามล าดับใน
ลกัษณะการหมุนทวนหรือตามเข็มนาฬิกา เพื่อสร้างรูปเรขาคณิตท่ีเรียกว่า “กน้หอยฟิโบนัคชีใน
ระนาบพิกดัฉาก” จากนั้นจึงศึกษาความสัมพนัธ์เชิงเรขาคณิต เช่น ความยาวของส่วนของเส้นตรง 
อตัราส่วนของความยาวและพื้นท่ี การเปล่ียนแปลงของขนาดของมุมระหวา่งส่วนของเส้นตรง และ
แนวโนม้การลู่เขา้สู่อตัราส่วนทองของอตัราส่วนต่าง ๆ ในรูปกน้หอยฟิโบนคัชี  

2. ขอบเขตทางคณิตศาสตร์ 
ความรู้ทางคณิตศาสตร์ท่ีใช้ในโครงงานน้ีเป็นในระดับมธัยมศึกษา ได้แก่ พื้นฐานเร่ือง

ล าดบัและอนุกรม สมบติัของรากท่ีสอง การค านวณระยะทางระหว่างจุดในระนาบพิกดัฉาก ความ
ชนัของเส้นตรง ทฤษฎีบทพีทาโกรัส และทฤษฎีเก่ียวกบัเก่ียวกบัลิมิตอนนัต ์

3. ขอบเขตของเคร่ืองมือและการด าเนินการ 
ผูจ้ดัท าใช้โปรแกรมคอมพิวเตอร์ เช่น Python  และ GeoGebra ในการค านวณและสร้าง

ภาพกราฟิกของก้นหอยฟิโบนัคชี เพื่อช่วยตรวจสอบความถูกต้องของการค านวณ และแสดง
ผลลพัธ์ทางเรขาคณิต ทั้งน้ีโครงงานมุ่งเนน้การสร้างและพิสูจน์สมบติัทางคณิตศาสตร์มากกว่าการ
พฒันาโปรแกรมในเชิงเทคนิค 

4. ขอบเขตของการประยุกต์ใช้ 
โครงงานน้ีมุ่งเน้นการพิสูจน์สมบติัทางคณิตศาสตร์ การสร้างแบบจ าลองทางเรขาคณิต 

และการพฒันาโปรแกรมช่วยค านวณเบ้ืองต้นของรูปก้นหอยฟิโบนัคชี โดยไม่ครอบคลุมการ
ทดลองทางกายภาพหรือการเก็บขอ้มูลเชิงประจกัษจ์ากธรรมชาติจริง แต่ในอนาคตอาจสามารถน า
ความรู้ท่ีไดจ้ากโครงงานน้ีไปต่อยอดได ้เช่น การศึกษารูปแบบของเกลียวพายุหมุน โครงสร้างของ
ดาราจกัร หรือการสร้างสรรคง์านศิปะและสถาปัตยกรรมท่ีสะทอ้นถึงอตัราส่วนทอง 
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นิยามศัพท์เฉพาะ 
1. จ านวนฟิโบนัคชี คือ ล าดบัตวัเลขท่ีเร่ิมตน้ดว้ย 1 และ 1 และแต่ละจ านวนถดัไปจะเป็น

ผลรวมของสองจ านวนก่อนหน้า สามารถเขียนบทนิยามทางคณิตศาสตร์ได้ว่า 2 1n n nF F F− −= +  
โดยท่ี 1 1F =  และ 2 1F =  โดยเราจะก าหนดให้ nF  แทน จ านวนฟิโบนัคชีตวัท่ี n  ตวัอย่างล าดบั
จ านวนฟิโบนัคชี 30 ตวัแรก ไดแ้ก่ 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 
1597, 2584, 4181, 6765, 10946, 17711, 28657, 46368, 75025, 121393, 196418, 317811, 514229, 
832040 

2. อัตราส่วนทอง (Golden Ratio)  อัตราส่วนทอง คือ ค่าคงท่ีทางคณิตศาสตร์ท่ีเป็น

จ านวนอตรรกยะ ซ่ึงมีค่าเท่ากบั 1 5

2

+  มีตวัอกัษรตวัท่ี 21 ในภาษากรีก   อ่านว่า “ฟี (Phi)” เป็น

สัญลกัษณ์ นัน่คือ 1.61803...
1 5

2


+
=   อตัราส่วนทองถูกขนานนามวา่เป็นอตัราส่วนท่ีงดงามและ

สมบูรณ์ท่ีสุดในธรรมชาติ ซ่ึงถูกน ามาใช้ในการสร้างสรรค์งานศิลปะ สถาปัตยกรรม และ
ส่ิงก่อสร้างท่ีส าคัญมากมาย อัตราส่วนทองยงัมีความสัมพันธ์โดยตรงกับล าดับเลขฟีโบนัคชี 
กล่าวคือ อัตราส่วนของจ านวนฟีโบนัคชีท่ีอยู่ติดกันจะมีค่าใกล้เคียงกับอัตราส่วนทองเสมอ 
อยา่งเช่น 55 หารดว้ย 34 มีค่าใกลเ้คียงกบั 1.618 และเม่ือตวัเลขมีค่าสูงขึ้นอตัราส่วนท่ีเกิดขึ้นยิ่งมีค่า
เขา้ใกลอ้ตัราส่วนทองมากยิง่ขึ้น 

3. ก้นหอยฟิโบนัคชี (Fibonacci Spiral) คือ รูปเรขาคณิตท่ีเกิดจากการก าหนดจุดบนแกน 
X และแกน Y ในระนาบพิกดัฉากดว้ยจ านวนฟิโบนคัชีไปตามล าดบั แลว้เช่ือมต่อจุดเหล่านั้นดว้ย
ส่วนของเส้นตรงในลกัษณะการหมุนวนต่อเน่ือง ท าให้ไดรู้ปคลา้ยกน้หอยท่ีสามารถขยายออกไป
ไดอ้ยา่งไม่มีท่ีส้ินสุด 

4. ความยาวอนันต์ (Infinite Length) คือ ความยาวของส่วนของเส้นตรงท่ีเกิดจากการ
เช่ือมจุดในกน้หอยฟิโบนัคชีซ่ึงเม่ือล าดบัของจ านวนฟิโบนัคชีเพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ ความยาวของส่วน
ของเส้นตรงจะมีการขยายออกไปอยา่งไม่มีท่ีส้ินสุด 
 

ผลที่คาดว่าจะได้รับ 
1. ไดรู้ปเรขาคณิตซ่ึงเกิดจากการลากเส้นเช่ือมจุดพิกดัของจ านวนฟิโบนคัชีในลกัษณะ 

การหมุนบนระนาบพิกัดฉาก พร้อมค าอธิบายถึงคุณลักษณะเฉพาะของรูปเรขาคณิตน้ี ซ่ึงใน

โครงงานน้ีจะเรียกวา่ “รูปกน้หอยฟิโบนคัชีในระนาบพิกดัฉาก” 

2. ไดท้ฤษฎีบทใหม่ท่ีเกิดจากการพิสูจน์ความสัมพนัธ์เชิงคณิตศาสตร์ของรูปกน้หอยฟิ 

โบนคัชีในระนาบพิกดัฉาก  
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3. ไดโ้ปรแกรมคอมพิวเตอร์อยา่งง่ายท่ีใชค้  านวณและแสดงผลค่าต่าง ๆ ของขอ้มูลจาก 

ทฤษฎีบทท่ีคน้พบ ซ่ึงสะทอ้นถึงการประยุกต์ความรู้ทางคณิตศาสตร์เขา้กับเทคโนโลยีในทาง

ปฏิบติั 

4. ผูจ้ดัท าเกิดการพฒันาทกัษะดา้นการสังเกต การคิดวิเคราะห์ การตั้งสมมติฐาน การ 

พิสูจน์อย่างมีเหตุผล ตลอดจนทกัษะด้านเทคโนโลยีสารสนเทศ เพื่อใช้ในการประมวลผลและ

น าเสนอขอ้มูลทางคณิตศาสตร์ 

5. โครงงานน้ีสามารถใชเ้ป็นส่ือหรือกิจกรรมการเรียนรู้ในหอ้งเรียนคณิตศาสตร์ เพื่อ 

ส่งเสริมการเรียนรู้ผ่านการสังเกตและการตั้ งค  าถาม พร้อมทั้ งจุดประกายให้ผู ้เรียนเห็นว่า

คณิตศาสตร์เก่ียวขอ้งกบัธรรมชาติ ศิลปะ และชีวิตจริงได ้

6. ผลงานท่ีไดอ้าจต่อยอดไปสู่การวิจยัขยายผลในระดบัท่ีสูงขึ้น เช่น การประยกุตใ์ช ้

แนวคิดน้ีในการออกแบบทางสถาปัตยกรรม ศิลปกรรม ตลอดจนการใช้แบบจ าลองทาง

คณิตศาสตร์จากกน้หอยฟิโบนคัชีในระนาบพิกดัฉากเพื่อการวิเคราะห์โครงสร้างในธรรมชาติ เช่น 

การค านวณระยะห่างระหว่างดวงดาวในกาแลกซี หรือการจ าลองโครงสร้างของตาพายุหมุนท่ีมี

ลกัษณะเป็นเกลียว 
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บทที่ 2 
 

เอกสารที่เกีย่วข้อง 
 

2.1 จ านวนฟิโบนัคชี (Fibonacci Numbers)  
จ านวนฟิโบนคัชี คือ ล าดบัตวัเลขท่ีเร่ิมตน้ดว้ย 1 และ 1 และแต่ละจ านวนถดัไปจะเป็น

ผลรวมของสองจ านวนก่อนหนา้ สามารถเขียนบทนิยามทางคณิตศาสตร์ไดว้า่ 2 1n n nF F F− −= +  
โดยท่ี 1 1F =  และ 2 1F = โดยเราจะก าหนดให ้ nF  แทน จ านวนฟิโบนคัชีตวัท่ี n  เช่น 

6 7 88, 13, 21F F F= = =  เป็นตน้ ตวัอยา่งล าดบัจ านวนฟิโบนคัชี 12 ตวัแรก ไดแ้ก่ 1, 1, 2, 3, 5, 8, 
13, 21, 34, 55, 89, 144 
 

2.2 อตัราส่วนทอง (Golden Ratio) 
อตัราส่วนทอง คือ อตัราส่วนทางคณิตศาสตร์ท่ีแปลกพิสดารท่ีสุดค่าหน่ึงบนโลก เป็น

จ านวนอตรรกยะ (Irrational Number) ท่ีมีค่าเท่ากบั 1 5

2

+  มีตวัอกัษรตวัท่ี 21 ในภาษากรีก   อ่าน

วา่ “ฟี (Phi)” เป็นสัญลกัษณ์ นัน่คือ 1.618033988749895...
1 5

2


+
=   อตัราส่วนทองถูกขนานนาม

วา่เป็นอตัราส่วนท่ีงดงามและสมบูรณ์ท่ีสุดในธรรมชาติ ซ่ึงถูกน ามาใชใ้นการสร้างสรรคง์านศิลปะ 
สถาปัตยกรรม และส่ิงก่อสร้างท่ีส าคญัมากมาย อตัราส่วนทองค ายงัมีความสัมพนัธ์โดยตรงกบั
ล าดบัเลขฟีโบนคัชี (Fibonacci Sequence) 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89 …  กล่าวคือ อตัราส่วน
ของจ านวนฟีโบนคัชีท่ีอยูติ่ดกนัจะมีค่าใกลเ้คียงกบัอตัราส่วนทองเสมอ อยา่งเช่น 55 หารดว้ย 34 มี
ค่าใกลเ้คียงกบั 1.618 และเม่ือตวัเลขมีค่าสูงขึ้นอตัราส่วนท่ีเกิดขึ้นยิ่งมีค่าเขา้ใกลส้ัดส่วนทองมาก
ยิง่ขึ้น  

อัตราส่วนทองถูกค้นพบมากว่า 2,200 ปีมาแล้ว โดยชาวกรีกโบราณ ซ่ึงมีความเช่ือต่อ
อตัราส่วนทองน้ีว่าเป็นสัดส่วนของความสมบูรณ์พร้อมทางความงามของสรรพส่ิงในจกัรวาลและ
กฎแห่งธรรมชาติ มนุษยจึ์งน าอตัราส่วนอนัพิสดารน้ีมาใช้ในการสร้างสรรค์งานศิลปะและใชใ้น
การก่อสร้างส่ิงปลูกสร้างท่ีมีความส าคญัมากมาย  ตวัอย่างของอตัราส่วนทองในธรรมชาติ เช่น 
อตัราส่วนระหว่างส่วนสูงของมนุษยต่์อส่วนของร่างกายตั้งแต่สะดือถึงเทา้จะมีค่าประมาณ 1.618 
เช่นเดียวกับอัตราส่วนระหว่างไหล่ถึงปลายน้ิวมือกับส่วนของข้อศอกถึงปลายน้ิวมือ ในเมล็ด
ทานตะวนัการจดัเรียงตวัเป็นเกลียวของเมล็ดทานตะวนั ซ่ึงแต่ละเกลียวตรงกบัล าดบัเลขฟีโบนกัชี 
โดยมีอตัราส่วนเส้นผ่านศูนยก์ลางของวงขดเกลียวของเมล็ดทานตะวนัแต่ละวงเทียบกบัวงถดัไป



เท่ากับอตัราส่วนทอง ส่ิงก่อสร้างและงานศิลปะ เช่น มหาวิหารพาร์เธนอน (Parthenon) ในกรีซ 
มหาวิหารนอเทรอดาม (Notre Dame Cathedral) ในฝร่ังเศส และพีระมิดของอียิปตต์่างมีอตัราส่วน
ทองทองซ่อนอยู่ รวมไปถึงภาพวาดโมนาลิซา (Mona Lisa) ของเลโอนาร์โด ดา วินชี (Leonardo da 
Vinci) เป็นตน้ 
 

2.3 ทฤษฎีบทส าคัญเกีย่วกบัจ านวนฟิโบนัคชี 
ทฤษฎีบท 2.1 2 2

2 1 1n n nF F F− −= +  

ทฤษฎีบท 2.2 (สูตรปิดของจ านวนฟิโบนคัชี: Binet's Formula) (1 )

5

n n

nF
 − −

=   

ทฤษฎีบท 2.3 1lim n

n
n

F

F
+

→
=   

ทฤษฎีบท 2.4 2 1 = +  
 

2.4 ทฤษฎีบทพทีากอรัส (Pythagorean Theorem) 
ทฤษฎีบทพีทากอรัส คือ ทฤษฎีท่ีแสดงความสัมพนัธ์ระหว่างความยาวของดา้นทั้ง 3 ของ

รูปสามเหล่ียมมุมฉาก ซ่ึงกล่าวว่า “ส าหรับรูปสามเหลี่ยมมุมฉากใด ๆ ก าลังสองของความยาวด้าน
ตรงข้ามมุมฉาก เท่ากับผลบวกของก าลังสองของความยาวของด้านประกอบมุมฉาก”   กล่าวคือ ถา้ 

ABC  เป็นรูปสามเหล่ียมมุมฉากท่ีมี C เป็นมุมฉาก และมีดา้นตรงขา้มมุมฉากยาว  c  หน่วย และ
ดา้นประกอบมุมฉากยาว a และ b หน่วยโดยทฤษฎีบทพีทากอรัส จะไดว้า่  2 2 2c a b= +  

บทกลบัของทฤษฎีบทพีทาโกรัสเป็นจริงดว้ยเช่นกนั กล่าวคือ “รูปสามเหลี่ยมใด ๆ ท่ีก าลัง
สองของความยาวของด้านด้านหน่ึง เท่ากับผลบวกของก าลังสองของความยาวของด้านอีกสองด้าน 
แล้วรูปสามเหลี่ยมนั้นจะเป็นรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก” โดยจากบทกลบัของทฤษฎีบทพีทากอรัสเรา
สามารถมาใช้ในการตรวจสอบชนิดของรูปสามเหล่ียมได้ว่า ถา้ 2 2 2c a b= +   แลว้ ABC  เป็น
รูปสามเหล่ียมมุมฉาก ถ้า   2 2 2c a b +  แล้ว  ABC  เ ป็นรูปสามเหล่ียมมุมแหลม  และ
ถา้  2 2 2c a b +  แลว้ ABC  เป็นรูปสามเหล่ียมมุมป้าน 

 

2.5 ลมิิต (Limit) 
ลิมิตของฟังก์ชนั ( )y f x=  คือ ค่าท่ีฟังก์ชนัเขา้ใกล ้เม่ือตวัแปร x  เขา้ใกลค้่าใดค่าหน่ึง 

โดยไม่จ าเป็นว่าค่าของฟังก์ชันจะต้องมีค่าเท่ากับลิมิตท่ีจุดนั้นเสมอไป สมมติเรามีฟังก์ชัน 
2 1

( )
1

x
f x

x

−
=

−
 ถา้เราแทนค่า 1x =  โดยตรง จะไดค้่าเป็น 0

0
 ซ่ึงหาค่าไม่ได้ แต่ถา้เราแทนค่า x  ท่ี

ใกลเ้คียงกับ 1x =  เช่น 0.9, 0.99, 0.999x =  หรือ เส้นตรงในระนาบพิกัดฉาก เราจะสังเกตว่าค่า
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ของ ( )f x เขา้ใกล ้ 2  ดงันั้นเรากล่าววา่ ลิมิตของ ( )f x  เม่ือ x  เขา้ใกล ้1 คือ 2  และเราเขียนแทน

ดว้ยสัญลกัษณ์ 
2

1

1
lim 2

1x

x

x→

−
=

−
 

ลิมิตอนนัต ์คือ ค่าท่ีฟังกช์นัเขา้ใกลเ้ม่ือ x  มีค่ามากขึ้นเร่ือยๆ (เขา้ใกลอ้นนัต)์ หรือนอ้ยลง

เร่ือยๆ (เขา้ใกลล้บอนนัต)์ ตวัอยา่งเช่น 1
lim 0
x x→

=  เพราะเม่ือ x  มีค่ามากขึ้น 1

x
 จะเขา้ใกล ้0  

lim 2 3
x

x
→−

+ = −  เพราะเม่ือ x  มีค่านอ้ยลงเร่ือย ๆ 2 3x+  จะมีค่านอ้ยลงเร่ือย ๆ เช่นกนั  

ทฤษฎีบท 2.5 ให ้ n  เป็นจ านวนเตม็บวก แลว้ 0
1

lim nx x→
=  

ทฤษฎีบท 2.6 ให ้ ( ) 1lim
x

f x L
→

=  และ ( ) 2lim
x

g x L
→

=   เม่ือ  1 2,L L  เป็นจ านวนจริง แลว้ 

          1.  ( )( ) ( ) 1 2lim lim ( ) lim
x xx

f g x f x g x L L
→ →→ 

 =  =   

          2.    1lim ( ) lim ( )
x x

cf x c f x cL
→ → 

= =     เม่ือ c  เป็นค่าคงตวั 

          3.  ( )( ) ( ) 1 2lim lim ( ) lim
x xx

f g x f x g x L L
→ →→ 

 =  =   

          4.  ( )
( )

1

2

lim ( )

lim
lim

x

x
x

f x
Lf

x
g g x L

→

→

→






 
= = 

 
    เม่ือ  2 0L   

          5.  ( ) ( ) 1lim lim
x x

f x f x L
→ → 

= =   

2.6 ความชันของเส้นตรง  
ให้ l  เป็นเส้นตรงท่ีผ่านจุด 1 1 1( , )P x y  และ 2 2 2( , )P x y  โดยท่ี 1 2x x  ความชันของ
เส้นตรง  

l  คือ 2 1

2 1

y y
m

x x

−
=

−
 จากความหมายดงักล่าวจะพบว่า ถา้ 1 2x x= แลว้ เส้นตรง l  จะมีลกัษณะเป็น

เส้นแนวตั้งท่ีขนานกบัแกน Y และจะหาความชนัไม่ได ้ถา้ 1 2y y=  แลว้ เส้นตรง l  จะมีลกัษณะ
เป็นเส้นแนวนอนท่ีขนานกบัแกน X และมีความชนัเท่ากบั 0 เส้นตรง l  จะท ามุมแหลมกบัแกน 
X (วดัมุมแบบทวนเข็มนาฬิกาจากแกน X ) เม่ือ 0m   และ เส้นตรง l  จะท ามุมป้านกบัแกน X
เม่ือ 0m   
 

ทฤษฎีบท 2.7 เส้นตรงสองเส้นท่ีไม่ขนานกบัแกน Y  จะขนานกนัก็ต่อเม่ือความชนัของเส้นตรงทั้ง
สองเท่ากนั 
ทฤษฎีบท 2.8 เส้นตรงสองเส้นท่ีไม่ขนานกบัแกน Y  จะตั้งฉากกนัก็ต่อเม่ือผลคูณของความชนัของ
เส้นตรงทั้งสองเท่ากบั 1−  
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บทที่ 3 
 

วิธีด าเนินการ 

 
การด าเนินโครงงาน “กน้หอยฟิโบนคัชีบนระนาบพิกดัฉาก: จินตนาการจากกราฟสู่ความ

ยาวอนันต์และอัตราส่วนทอง” เป็นการศึกษาทางคณิตศาสตร์ท่ีผสมผสานการสังเกต การตั้ ง
ข้อความคาดการณ์ การพิสูจน์เชิงทฤษฎี และการประยุกต์ใช้เทคโนโลยี โดยมีขั้นตอนการ
ด าเนินงานอยา่งเป็นระบบ ดงัน้ี 

 

3.1 ศึกษาและรวบรวมข้อมูลเบ้ืองต้น 
1. ศึกษาบทนิยามของจ านวนฟิโบนคัชี และทฤษฎีบทส าคญัท่ีเก่ียวขอ้งกบัจ านวนฟิโบ 

นคัชี จากหนงัสือ บทความ และแหล่งขอ้มูลออนไลน์ เพื่อใหเ้ขา้ใจโครงสร้างและสมบติัส าคญัของ

จ านวนฟิโบนคัชี 

2. ทบทวนความรู้พื้นฐานทางคณิตศาสตร์ท่ีเก่ียวขอ้ง ไดแ้ก่ การอา้งอิงต าแหน่งจุดบน 

ระนาบพิกัดฉาก ทฤษฎีบทพีทากอรัส ระยะทางระหว่างจุด ความชันของเส้นตรง พื้นท่ีของรูป

สามเหล่ียม ความรู้เก่ียวกบัอตัราส่วนทอง และลิมิตของฟังกช์นั 

3. รวบรวมตวัอยา่งปรากฏการณ์ท่ีเก่ียวขอ้งกบัของล าดบัฟิโบนคัชีในธรรมชาติ เช่น การ 

เรียงของกลีบดอกไม ้รูปแบบเปลือกหอย พายุหมุน และดาราจกัร เพื่อใช้เป็นแนวทางในการตั้ง

ค าถามเพื่อสร้างขอ้ความคาดการณ์ 

 

3.2 สร้างรูปเรขาคณิตก้นหอยฟิโบนัคชี 
1. หาจ านวนฟิโบนคัชีจ านวน โดยใชสู้ตร 2 1n n nF F F− −= +  โดยท่ี 1 1F =  และ 2 1F =  

2. ก าหนดต าแหน่งของจุดจ านวนฟิโบนคัชีลงบนแกนพิกดัฉาก โดยหมุนต าแหน่ง 

ตามล าดบัในแนว ขวา-ล่าง-ซ้าย-บน วนไปเร่ือย ๆ โดยไม่ค  านึงถึงเคร่ืองหมาย 

3. ลากเส้นเช่ือมจุดท่ีอยูติ่ดกนัตามล าดบั เพื่อใหไ้ดรู้ปเรขาคณิตซ่ึงมีลกัษณะคลา้ยกน้หอย 

4. สังเกต ส ารวจ และทดสอบรูปแบบหรือคุณสมบติัท่ีน่าสนใจ เช่น ความยาวของ 

เส้นตรง มุมระหวา่งเส้น และพื้นท่ีท่ีเกิดขึ้นในรูปสามเหล่ียมแต่ละชุด 

 



3.3 สร้างข้อความคาดการณ์และพสูิจน์ทางคณิตศาสตร์ 
1. ตั้งขอ้ความคาดการณ์ (Conjecture) จากรูปท่ีสร้างขึ้น เช่น ความสัมพนัธ์ระหวา่งความ 

ยาวของส่วนของเส้นตรงกบัจ านวนฟิโบนคัชี อตัราส่วนของความยาวท่ีลู่เขา้สู่อตัราส่วนทองค า มุม

ระหวา่งเส้นท่ีลู่เขา้สู่ 90 องศา 

2. ใชค้วามรู้ทางคณิตศาสตร์ เช่น ทฤษฎีบทพีทาโกรัส ลิมิต และสูตรฟิโบนคัชีรูปแบบ 

ปิด (Binet’s Formula) ในการพิสูจน์ขอ้ความคาดการณ์ 

3. สรุปผลการพิสูจน์ พร้อมจดัท าเป็นทฤษฎีบทท่ีคน้พบใหม่ 

 

3.4 พฒันาโปรแกรมคอมพวิเตอร์เพ่ือสนับสนุนการค านวณ 
1. เขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร์อยา่งง่าย โดยใชภ้าษา Python เพื่อค านวณความยาวของ 

ส่วนของเส้นตรงท่ีเช่ือมระหว่างต าแหน่งของจ านวนฟิโบนัคชีท่ีอยู่ติดกนั  และความยาวรวมของ

เส้นกน้หอยฟิโบนคัชี 

2. ทดสอบความถูกตอ้งของโปรแกรมโดยเปรียบเทียบกบัการค านวณดว้ยมือ 
 

3.5 สรุปผลและจัดท ารายงานโครงงาน 
1. สรุปผลการด าเนินงานตั้งแต่ขั้นตอนการสร้างรูป การตั้งขอ้สังเกต การพิสูจน์ และการ 

เขียนโปรแกรม 

2. วิเคราะห์คุณค่าของผลงาน ทั้งในเชิงความรู้และการพฒันาทกัษะของผูจ้ดัท า 

3. จดัท ารายงานโครงงาน พร้อมเอกสารประกอบ ภาพ แผนภูมิ ตาราง  และตวัอยา่งโคด้ 

โปรแกรม 

4. เตรียมโปสเตอร์หรือส่ือประกอบการน าเสนอ เพื่อใชเ้ผยแพร่ผลงาน 
 

3.6 เคร่ืองมือและอุปกรณ์ท่ีใช้ 
1. เคร่ืองค านวณและซอฟตแ์วร์ ไดแ้ก่ เคร่ืองคิดเลขหรือโปรแกรมคอมพิวเตอร์ เช่น  

Python เพื่อช่วยในการค านวณและวิเคราะห์ขอ้มูล   

2. โปรแกรมสร้างรูปเรขาคณิต เช่น GeoGebra  

3. หนงัสือและบทความทางคณิตศาสตร์ 
 

10 



3.7 ระยะเวลาในการด าเนนิงาน  
สัปดาห์ท่ี กจิกรรม 

1-4 ศึกษาขอ้มูลพื้นฐานและทฤษฎีท่ีเก่ียวขอ้ง   
5-7 วิเคราะห์ขอ้มูลและคน้หารูปแบบ   
8-11 พฒันาขอ้ความคาดการณ์ทางคณิตศาสตร์   
12-15 สร้างการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ 
16-17 เขียนรายงาน 
18-20 น าเสนอและเผยแพร่ผลงาน   
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บทที่ 4  
 

ผลการด าเนินงาน  
 
 ถา้เราน าจ านวนฟิโบนคัชีมาลงต าแหน่งบนระนาบพิกดัฉากโดยไม่ค  านึงถึงเคร่ืองหมายบน
แกน X และแกน Y แบบหมุน  ตาม (หรือทวน) เข็มนาฬิกา จะพบว่าส่วนของเส้นตรงท่ีเช่ือม
จ านวนฟิโบนัคชีตวัท่ีอยู่ติดกัน จะมีลกัษณะคลา้ยกบักน้หอยท่ีหมุนวนไปอย่างไม่ส้ินสุด ซ่ึงใน
โครงงานน้ีเราจะเรียกรูปเรขาคณิตดงักล่าววา่ “รูปก้นหอยฟิโบนัคชีในระนาบพกิดัฉาก” ดงัรูปท่ี 4.1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 4.1 รูปกน้หอยฟิโบนคัชีในระนาบพิกดัฉาก 
 

 ในท่ีน้ีเราจะก าหนดให้ nL  แทนส่วนของเส้นตรงท่ีเช่ือมจุด nF  และจุด 1nF +  และ nL  
แทน ความยาวของ nL  จากการสังเกตกน้หอยฟิโบนคัชีจะพบว่า 1L  เป็นดา้นตรงขา้มมุมฉากของ
รูปสามเหล่ียมมุมฉาก 1 2OF F  และ 2L  เป็นดา้นตรงขา้มมุมฉากของรูปสามเหล่ียมมุมฉาก 2 3OF F  
เป็นเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ โดยทฤษฎีบทพีทากอรัส จึงไดว้า่ 2 2 2 2

1 1 2 31 1 2L F F F= + = + = =

, 2 2 2 2

2 2 3 51 2 5L F F F= + = + = = , 2 2 2 2

3 3 4 72 3 13L F F F= + = + = = … 
 

ซ่ึงจะสังเกตว่า 2 1n nL F +=  ส าหรับทุก n  ดังนั้ นถ้าเราสามารถพิสูจน์ได้ว่า
ขอ้สังเกตดงักล่าวเป็นจริง จะท าให้เราไดสู้ตรทัว่ไปในการหาความยาวของ nL  ไดอ้ย่างง่ายดาย 
โดยการพิจารณาจากล าดบัของจ านวนฟิโบนคัชี ท าใหเ้กิดขอ้ความคาดการณ์ 4.1 ดงัต่อไปน้ี 
 
ข้อความคาดการณ์ 4.1 2 1n nL F +=  ส าหรับทุก n  



พสูิจน์ เน่ืองจาก nL  เป็นดา้นตรงขา้มมุมฉากของรูปสามเหล่ียม 1n nF OF +   
ดงันั้น   2 2

1n n nL F F += +       (1) 
 และจากความรู้พื้นฐาน (ทฤษฎีบท 2.1) 2 2

2 1 1n n nF F F− −= +  แทนค่า n  ดว้ย 1n+   
จะไดว้า่  2 2

2( 1) 1 1 ( 1) 1n n nF F F+ − + + −= +  
 ดงันั้น   2 2

2 1 1n n nF F F+ += +        (2) 
 จากสมการ (1) และ (2) จะไดว้า่ 

2 1n nL F +=       
  
จากการพิสูจน์ขา้งตน้ท าใหเ้ราไดเ้ป็นทฤษฎีบท ดงัต่อไปน้ี 
 
ทฤษฎีบท 4.1 ความยาวของ nL  เท่ากบัรากท่ีสองของจ านวนฟิโบนคัชีตวัท่ี 2 1n+ กล่าวคือ   
               
                

2 1n nL F +=  ส าหรับทุก n  
 
ตัวอย่าง 4.1 จงหาความยาวของ 1 3,L L  และ 6L  
 
วิธีท า  1 2(1) 1 3 2 1.41L F F+= = =  , 3 2(3) 1 7 13 3.61L F F+= = =       

6 2(6) 1 13 233 15.26L F F+= = =    
  

 จะสังเกตว่าการหา nL  โดยใช้ทฤษฎีบท 4.1 จ าเป็นจะต้องใช้จ านวนฟิโบนัคชีตัวท่ี 
2 1n+  เช่น ถา้ตอ้งการหา 100L  เราจ าเป็นตอ้งหา 2(100) 1 201F F+ =  จ านวนฟิโบนคัชีตวัท่ี 201  ซ่ึง
เป็นงานท่ีตอ้งใชเ้วลามากจากการใชค้วามสัมพนัธ์แบบเวียนเกิดตามบทนิยามของจ านวนฟิโบนัคชี 
บทแทรกต่อไปน้ีจะช่วยให้เราสามารถหา nL  ไดส้ะดวกมากขึ้นจากสูตรรูปแบบปิด (Closed form 
formula) 
 

บทแทรก 4.1 
1

2 1 2 1 2(1 )

5

n n

nL
 + + − −

=  
 

 เม่ือ 1.618033988749895...
1 5

2


+
=   

พสูิจน์  จากความรู้พื้นฐาน (ทฤษฎีบท 2.2) จะไดว้า่ (1 )

5

n n

nF
 − −

=   

ดงันั้น 
2 1 2 1

2 1

(1 )

5

n n

nF
 + +

+

− −
=  นัน่คือ 

1
2 1 2 1 2

2 1

(1 )

5

n n

n nL F
 + +

+

 − −
= =  

 
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ตัวอย่าง 4.2 จงหาความยาวของ 5L และ 50L  

วิธีท า  
1

11 11 2

5

(1 )
9.43

5
L

  − −
=  
 

, 
1

101 101 2

50

(1 )
23,940,506,344.14

5
L

  − −
=  
 

  

 

โปรแกรมค านวณความยาวก้นหอยฟิโบนัคชีบนระนาบพกิดัฉาก 
 เป้าหมายต่อไปของเราคือการค านวณหาความยาวรวมของกน้หอยฟิโบนคัชีตั้งแต่ 1L  ถึง 

nL  หรือกล่าวอีกนยัหน่ึงคือการหา 
1 2 3

1

...
n

i n

i

L L L L L
=

= + + + +  ซ่ึงสามารถท าไดโ้ดยการ

น าสูตรในทฤษฎีบท 4.1 หรือบทแทรก 4.1 มาเขียนโปรแกรมเพื่อช่วยในการค านวณ ไดด้งัต่อไปน้ี 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 4.2 โปรแกรมค านวณความยาวกน้หอยฟิโบนคัชีบนระนาบพิกดัฉาก 
 
 จากทฤษฎีบท 4.1 ท าใหเ้ราสามารถหาค่าของ nL  จากกรณฑท่ี์สองของ 2 1nF +  และเม่ือเรา

ลองหาผลหาร 1n

n

L

L

+  ท าใหพ้บแบบรูปท่ีน่าสนใจ กล่าวคือ 

 

 2

1

5 5
1.5811388300

22

L

L
= =  , 3

2

13 13
1.6124515496

55

L

L
= =   

 4

3

34 34
1.6172150801

1313

L

L
= =  , 5

4

89 89
1.6179144164

3434

L

L
= =   
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 จะพบวา่ผลหารดงักล่าวน่าจะมีค่าลู่เขา้สู่ค่า 1.618033988749895...
1 5

2


+
=   เม่ือ 

n  มีค่าเพิ่มขึ้น ท าใหเ้ราไดข้อ้ความคาดการณ์ ดงัต่อไปน้ี 
 

ข้อความคาดการณ์ 4.2 1
lim

n

n
n

L

L
+

→
=   

 

พสูิจน์ จากทฤษฎีบท 4.1 
2 1n nL F +=   จะไดว้า่ 

    2( 1) 11 2 3 2 1 2 2 2 1 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 12( ) 1

1
nn n n n n n n

n n n n n nn

FL F F F F F F

L F F F F FF

+ ++ + + + + + +

+ + + + ++

+
= = = = + = +  

ดงันั้น 1 2 2 2 2 2 2 1

2 1 2 1 2 1

lim lim 1 lim(1 ) lim1 lim 1 lim
n n n n n

n n n n n n
n n n n n

L F F F F

L F F F F

+ + + + +

→ → → → → →
+ + +

= + = + = + = +  

จากความรู้พื้นฐาน (ทฤษฎีบท 2.3 และ 2.4) จะไดว้า่ 1lim n

n
n

F

F
+

→
=  และ 21  + =   ดงันั้น 

1 2lim 1
n

n
n

L

L
  +

→
= + = =         

 

จากการพิสูจน์ขา้งท าใหเ้ราสรุปไดว้า่อตัราส่วนระหวา่งความยาวของเส้นท่ีอยูติ่ดกนั คือ 
1n

n

L

L

+  จะลู่เขา้สู่อตัราส่วนทองเม่ือ n→  ดงัทฤษฎีบทต่อไปน้ี 

 

ทฤษฎีบท 4.2 1
lim

n

n
n

L

L
+

→
=  เม่ือ 1.618033988749895...

1 5

2


+
=        

 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 

รูปท่ี 4.3 รูปสามเหล่ียมมุมฉากในกน้หอยฟิโบนคัชี 
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ในล าดบัต่อไปเราจะพิจารณาอตัราส่วนของพื้นท่ีของรูปสามเหล่ียมมุมฉากในล าดบัติดกนั
ของกน้หอยฟิโบนคัชี โดยก าหนดให ้ nA  แทนพื้นท่ีของรูปสามเหล่ียมรูปท่ี n  ดงัรูปท่ี 4.3 ซ่ึงจาก
การสังเกตในเบ้ืองตน้จะพบวา่ 

2 3 3 4
3 32 4

1 1 2 2
1 2 2 3

1 1
2 32 22, 3

1 11 1

2 2

F F F F
F AA F

A F A F
F F F F

   

= = = = = = = =

   

 

ในท านองเดียวกนัจะไดว้า่ 5 6 74

3 4 5 6

2.5000, 2.66666, 2.6000, 2.6250
A A AA

A A A A
= = = =  

ซ่ึงจะพบวา่ผลหารดงักล่าวมีค่าเป็นล าดบักวดัแกวง่ท่ีน่าจะลู่เขา้สู่ .618033...1 2+   เม่ือ n  มีค่า
เพิ่มขึ้น ท าใหเ้ราไดข้อ้ความคาดการณ์ ดงัต่อไปน้ี 
 

ข้อความคาดการณ์ 4.3 21lim 1n

n
n

A

A
 +

→
= + =   

พสูิจน์ เน่ืองจาก 
1 2

1 2 1 1

1

1

2 1
1

2

n n
n n n n n

n n n n n
n n

F F
A F F F F

A F F F F
F F

+ +
+ + + +

+

 

= = = + = +

 

 

 ดงันั้น 21 1 1lim lim(1 ) lim1 lim 1n n n

n n n n
n n n

A F F

A F F
 + + +

→ → → →
= + = + = + =   

ดงันั้น 21lim 1n

n
n

A

A
 +

→
= + =         

 

จากการพิสูจน์ขา้งท าใหเ้ราสรุปไดว้า่เม่ือ n→  อตัราส่วนของพื้นท่ีของรูปสามเหล่ียม 
1n

n

A

A

+  จะลู่เขา้สู่ก าลงัสองของอตัราส่วนทอง ท าใหส้ามารถสรุปไดเ้ป็นดงัทฤษฎีบทต่อไปน้ี 

 

ทฤษฎีบท 4.3 21lim 1n

n
n

A

A
 +

→
= + =  

 
ในล าดบัต่อไปเราจะพิจารณาขนาดของมุมท่ีเส้น nL  ท ากบัเส้น 1nL +  เม่ือ n→  ซ่ึงจาก

การส ารวจโดยใชโ้ปรแกรม GeoGebra ดงัรูปท่ี 4.4 จะพบวา่ขนาดของมุมระหวา่งเส้นท่ีอยูติ่ดกนัมี
ลกัษณะเป็นล าดบักวดัแกว่งท่ีน่าจะลู่เขา้สู่ 90  ท าใหเ้ราไดข้อ้ความคาดการณ์ ดงัต่อไปน้ี 
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รูปท่ี 4.4 มุมระหวา่งส่วนของเส้นตรงท่ีอยูติ่ดกนัในกน้หอยฟิโบนคัชี  

ข้อความคาดการณ์ 4.4 nL  ตั้งฉากกบั 1nL +  เม่ือ n→  
พสูิจน์ ให ้ nmL  แทนความชนัของเส้น nL  และ 1nmL +  แทนความชนัของเส้น 1nL +    
กรณี nL  อยูใ่นจตุภาคท่ี 4 จะไดว้า่ nL  เช่ือมจุด ( ,0)nF  กบั 1(0, )nF +−  และ 1nL +  เช่ือมจุด 

1(0, )nF +−  กบั 2( ,0)nF +− ดงันั้น  
1 10

0

n n
n

n n

F F
mL

F F

+ +− −
= =

−
 และ 1 1

1

2 2

0

0

n n
n

n n

F F
mL

F F

+ +
+

+ +

+
= = −
− −

 

ดงันั้นความชนัของเส้นตรง nL  เม่ือ n→  คือ   1lim lim n
n

n n
n

F
mL

F
+

→ →
= =   

และความชนัของเส้นตรง 1nL +  เม่ือ n→  คือ  

1 1
1

2 22 2

1 1

lim11 1
lim lim( ) lim lim

lim

n n n
n

n n n n
n nn n

n
n n

F F
mL

F FF F

F F


+ + →

+
→ → → →

+ ++ +

→
+ +

   
   
   = − = − = − = − = −
   
   
   

 

ท าใหไ้ดว้า่ ( )1

1
lim lim 1n n
n n

mL mL 


+
→ →

 
 =  − = − 

 
 นัน่คือ nL  ตั้งฉากกบั 1nL +  เม่ือ n→    

กรณีท่ี nL อยูใ่นจตุภาคท่ี 1,2 และ 3 สามารถแสดงไดใ้นท านองเดียวกนั                    

จากการพิสูจน์ขา้งท าใหเ้ราสรุปไดว้า่เม่ือ n→  เส้นตรง nL  จะตั้งฉากกบัเส้นตรง 1nL +

ท าใหส้ามารถสรุปไดเ้ป็นดงัทฤษฎีบทต่อไปน้ี 
 

ทฤษฎีบท 4.4 nL  ตั้งฉากกบั 1nL +  เม่ือ n→  
  

บทแทรก 4.2 nL  ขนานกบั 2nL +  เม่ือ n→  
พสูิจน์ จากทฤษฎีบท 4.4 จะไดว้า่ ถา้ n→  แลว้ nL  ตั้งฉากกบั 1nL +  และ 1nL +  ตั้งฉากกบั 

2nL +  เน่ืองจากเส้นท่ีตั้งฉากกบัเส้นเดียวกนัยอ่มขนานกนั ดงันั้นจึงไดว้า่ nL  ขนานกบั 2nL +      
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บทที่ 5 
 

สรุปอภิปรายผลการด าเนินการ และข้อเสนอแนะ 
 

5.1 สรุปผลการด าเนินการ 
 โครงงาน “ก้นหอยฟิโบนัคชีบนระนาบพิกัดฉาก: จินตนาการจากกราฟสู่ความยาวอนันต์
และอัตราส่วนทอง” เร่ิมตน้จากค าถามเล็ก ๆ ว่า “จะเกิดอะไรขึ้น หากเราน าจ านวนฟิโบนัคชีไป
ก าหนดเป็นจุดแบบหมุนวนไปเร่ือย ๆ ในระนาบพิกัดฉาก แลว้ลากเส้นเช่ือมตามล าดับ?” จาก
ค าถามดงักล่าว ไดก้ลายเป็นเส้นทางของการคน้พบท่ีน่าท่ึง ผูจ้ดัท าไดศึ้กษาความรู้พื้นฐานเก่ียวกบั
จ านวนฟิโบนัคชีและหลกัการทางเรขาคณิตบนระนาบพิกดัฉาก แลว้สร้างรูปเรขาคณิตโดยการ
ลากเส้นตรงระหว่างจุดฟิโบนคัชีบนแกน X และ Y แบบหมุนในทิศทางวนรอบแบบไม่ทีท่ีส้ินสุด 
ผลท่ีไดไ้ม่ใช่เพียงแค่รูปเรขาคณิตท่ีชวนสะดุดตา แต่เป็นปรากฏการณ์ทางคณิตศาสตร์ท่ีแฝงดว้ย
โครงสร้างท่ีลึกซ้ึง ทั้ งในเชิงความยาว อัตราส่วน พื้นท่ี และมุม ซ่ึงในโครงงานน้ีเราตั้ งช่ือรูป
เรขาคณิตน้ีวา่ “รูปกน้หอยฟิโบนคัชีบนระนาบพิกดัฉาก” 
 จากการสังเกตเชิงรูปธรรม สู่การตั้งขอ้ความคาดการณ์ในเชิงของความเป็นอนนัต ์และต่อ
ยอดดว้ยการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์ ผูจ้ดัท าสามารถแสดงให้เห็นว่า ความยาวของเส้นแต่ละเส้นใน
กน้หอยสามารถแสดงเป็นรากท่ีสองของจ านวนฟิโบนคัชีท่ีแน่นอนตวัหน่ึงในล าดบั และเม่ือขยาย
จ านวนมากขึ้นอตัราส่วนระหว่างความยาวของเส้นท่ีอยู่ติดกนัจะลู่เขา้สู่ “อตัราส่วนทอง”  ทั้งยงั
พิสูจน์ไดว้า่ส่วนของเส้นตรงในล าดบัน้ีท่ีอยู่ติดกนัมีแนวโนม้ตั้งฉากกนั และขนานกนัในล าดบัห่าง
กนัสองต าแหน่ง นอกจากน้ี ผูจ้ดัท ายงัไดพ้ฒันาโปรแกรมคอมพิวเตอร์อย่างง่ายท่ีสามารถค านวณ
ค่าความยาวของเส้นท่ี nรวมถึงความยาวรวมของเส้นท่ีหมุนวนเป็นกน้หอย  ซ่ึงสะทอ้นถึงการ 
บูรณาการคณิตศาสตร์กบัเทคโนโลยไีดอ้ยา่งชดัเจน 
 

5.2 อภิปรายผล 
 ส่ิงท่ีโครงงานน้ีแสดงให้เห็นชดัเจนคือ “คณิตศาสตร์ไม่ใช่เพียงวิชาในต ารา แต่คือภาษาท่ี
ธรรมชาติใชใ้นการออกแบบตวัมนัเอง” จากเส้นตรงธรรมดา  ท่ีเช่ือมต่อจุด ท าใหเ้ราไดค้น้พบความ
ลึกซ้ึงของรูปเรขาคณิตท่ีไม่มีท่ีส้ินสุด ผา่นการสังเกต ตั้งค  าถาม และการคน้หาความหมายท่ีซ่อนอยู่
ในส่ิงเรียบง่าย รูปกน้หอยท่ีเกิดขึ้นจากจ านวนฟิโบนัคชีไม่ใช่เพียงการลากเส้นต่อจุด แต่คือภาพ
แทนของการเติบโต อตัราส่วนท่ีลงตวั ความสัมพนัธ์ท่ีสมดุล และความสวยงามท่ีมีอยูใ่นโครงสร้าง



ของความเป็นอนันต์ ผลการพิสูจน์และแบบจ าลองท่ีพฒันาไดน้ี้ นอกจากให้ความเขา้ใจในระดบั
ทฤษฎีแล้ว ในอนาคตอาจเป็นส่วนหน่ึงท่ีสามารถต่อยอดไปสู่การใช้งานจริง เช่น การสร้าง
แบบจ าลองตาพายุหมุนหรือกาแล็กซี  การออกแบบองค์ประกอบทางศิลปะตามอัตราส่วนทอง 
เพื่อให้เกิดสัดส่วนท่ีรู้สึกสมดุลโดยธรรมชาติการรับรู้ของมนุษย ์ผลจากโครงงานน้ีอาจจะสามารถ
ต่อยอดไปสู่การออกแบบท่ีมีความ “แม่นย  าเชิงคณิตศาสตร์” และท่ีส าคญัท่ีสุดคือในมิติของผูเ้รียน 
โครงงานน้ีเป็นเวทีของการเรียนรู้แบบครบวงจร ตั้งแต่การสังเกต วิเคราะห์ พิสูจน์ คิดสร้างสรรค์ 
ไปจนถึงการใช้เทคโนโลยีเพื่อแสดงผล ในทุกขั้นตอนเป็นแรงขับให้ผู ้จัดท าไม่เพียงเข้าใจ
คณิตศาสตร์ท่ีไดเ้รียนรู้ในหอ้งเรียนมากขึ้นเท่านั้น แต่ไดรู้้สึกกบัมนัอยา่งแทจ้ริง 
 ส่ิงท่ีน่าท่ึงท่ีสุดอย่างหน่ึงท่ีโครงงานน้ีคน้พบคือ เม่ือเราค านวณอตัราส่วนของความยาว

เส้นตรงท่ีอยู่ติดกนัในกน้หอยฟิโบนคัชี นัน่คือ 1n

n

L

L

+  เราจะพบว่าค่าดงักล่าวจะเขา้ใกลค้่าคงท่ีอยา่ง

หน่ึงมากขึ้นเร่ือย ๆ เม่ือ n→  ค่าคงท่ีนั้นคืออตัราส่วนทอง หรือ 1.618033988749895... =  
อตัราส่วนทองไม่ใช่เพียงตวัเลขสวย ๆ ในทางคณิตศาสตร์ แต่คือปรากฏการณ์ทางธรรมชาติท่ี
ปรากฏอยู่ในดอกไม ้เปลือกหอย กาแลกซี แมแ้ต่ในสัดส่วนของร่างกายมนุษย ์โครงงานน้ีไดเ้สนอ
ตวัอย่างท่ีตอกย  ้าว่าธรรมชาติตั้งอยู่บนหลกัแห่งคณิตศาสตร์ ดงัค ากล่าวของ กาลิเลโอ ท่ีว่า “Nature 
is written in mathematical language”  (The Galileo Project, 2024)" 
 อีกหน่ึงปรากฏการณ์ท่ีน่าท่ึงของขอ้คน้พบในโครงงานน้ีคือ การตั้งฉากของเส้น nL  กบั 

1nL +  เม่ือพิจารณาความชนัของแต่ละเส้นในล าดบั เราจะพบว่า เม่ือ  n→  ผลคูณความชนัของ 

nL และ 1nL +  มีค่าเขา้ใกล ้ 1−  ซ่ึงในเรขาคณิตมนัแปลว่าเส้นทั้งสองเส้นตั้งฉากกัน การตั้งฉากท่ี
เกิดขึ้นน้ีไม่ใช่เพียงปรากฏการณ์เชิงเรขาคณิตธรรมดา แต่มนัเป็นจงัหวะหมุนท่ีสร้าง “รูปเรขาคณิต
ท่ีเติบโตอย่างสมดุล” ไดอ้ย่างสมบูรณ์แบบ ความน่าสนใจของมนัอยู่ท่ีว่าแมค้วามยาวของเส้นจะ
เพิ่มขึ้นอย่างไร้ขีดจ ากดั แต่ไม่เคยสูญเสียสมดุลทางมุมของมนัเลยส่ิงน้ีส่ือถึงหลกัของ “ความเป็น
อนนัตท่ี์มีระเบียบ” ซ่ึงเป็นคุณสมบติัส าคญัท่ีนกัคณิตศาสตร์ตามหาในโครงสร้างของส่ิงท่ีศึกษา ผล
จากโครงงานน้ีไม่เพียงเป็นผลส าเร็จทางทฤษฎีเชิงคณิตศาสตร์เท่านั้น แต่ในอนาคตอาจจะสามารถ
ขยายไปสู่การใช้งานจริงได้หลากหลายศาสตร์  ทั้ ง วิทยาศาสตร์ธรรมชาติ การออกแบบ 
สถาปัตยกรรม และเทคโนโลย ี 
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5.3 ข้อเสนอแนะ 
 ข้อเสนอแนะในการน าผลการท าโครงงานไปใช้ประโยชน์ 
 1. น าผลจากการท าโครงงานในคร้ังน้ีไปเป็นแบบจ าลองพื้นฐาน ในการศึกษารูปแบบการ
หมุนและการขยายในธรรมชาติ เช่น ตาพาย ุกาแลก็ซี หรือรูปแบบการจดัเรียงของเกสรดอกไม ้  
 2. น ารูปแบบสัดส่วนของความยาวท่ีลู่เขา้สู่อตัราส่วนทองไปประยุกตใ์ชใ้นการออกแบบ
ส่ือหรือผลงานศิลปะ เช่น การวางองค์ประกอบภาพถ่าย หรือหน้าปกส่ือส่ิงพิมพ ์ท่ีมีความสมดุล
ทางสายตา  
 ข้อเสนอแนะส าหรับการท าโครงงานคร้ังต่อไป 
 2.1 ควรขยายโครงงานไปสู่การทดลองลากเส้นเช่ือมจ านวนฟิโบนัคชีใน 3 มิติ เช่น ใน
ระบบพิกัดเชิงทรงกระบอกหรือทรงกลม เพื่อดูว่ารูปแบบท่ีเกิดขึ้นมีความสัมพนัธ์กบัธรรมชาติ
ใดบา้ง 
 2.2 ควรศึกษาในกรณีของการเปลี่ยนรูปแบบการหมุนหรือการจดัวางจุด เช่น สลบัการหมุน
ตามหรือทวนเข็มนาฬิกา เพื่อเปรียบเทียบว่าเกิดเป็นรูปใด และมีความเป็นระเบียบท่ีแตกต่างจาก
เดิมหรือไม่ 
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