
ก 
 

โครงงานคณิตศาสตร 

 

เร่ือง การพิสูจนสูตรหาพื้นท่ีของรูปสี่เหลี่ยมใด ๆ ท่ีแนบในวงกลม 
 

 
 

 
จัดทำโดย 

เด็กหญิงชุติกาญจน ดอกบัว 
เด็กหญิงแทนณิชา มณีจันทร 
เด็กหญิงปราณปรียา จันทรแกว 

 

 

 

 

คุณครูท่ีปรึกษา 
คุณครธูันวา สิทธิพันธุ 
คุณครูศุภิสรา ไกรสิทธิ์ 

 

 

 

 

 

โรงเรียนเบญจมราชูทิศ สำนักงานเขตพ้ืนที่การศึกษามัธยมศึกษานครศรีธรรมราช 
รายงานฉบับนี้เปนสวนประกอบหนึ่งของโครงงานคณิตศาสตร 

การแขงขันโครงงานประเภททฤษฎี ระดับมัธยมศึกษา ชวงช้ันที่ ๓  
เนื่องในงานสัปดาหวิทยาศาสตรแหงชาติสวนภูมิภาค ประจำป พ.ศ.๒๕๖๙ 



ข 
 

โครงงานคณิตศาสตร 
 

เรื่อง การพิสูจนสูตรหาพื้นที่ของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลม 
 

 
 

 
จัดทำโดย 

เด็กหญิงชุติกาญจน ดอกบัว 
เด็กหญิงแทนณิชา มณีจันทร 
เด็กหญิงปราณปรียา จันทรแกว 

 

 

 

 

คุณครูที่ปรึกษา 
นางสาวธันวา สิทธิพันธุ 
นางสาวศุภิสรา ไกรสิทธ์ิ 

 

 

 

 

 

โรงเรียนเบญจมราชูทิศ สำนักงานเขตพ้ืนที่การศึกษามัธยมศึกษานครศรีธรรมราช 
รายงานฉบับน้ีเปนสวนประกอบหน่ึงของโครงงานคณิตศาสตร 

การแขงขันโครงงานประเภททฤษฎี ระดับมัธยมศึกษา ชวงช้ันที่ ๓  
เน่ืองในงานสัปดาหวิทยาศาสตรแหงชาติสวนภูมิภาค ประจำป พ.ศ.๒๕๖๙



ก 
 

ช่ือโครงงาน  การพิสูจนสูตรหาพ้ืนที่ของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลม 

ช่ือผูทำโครงงาน          เด็กหญิงชุติกาญจน ดอกบัว 

   เด็กหญิงแทนณิชา มณีจันทร 

   เด็กหญิงปราณปรียา จันทรแกว 

ช่ือคุณครูที่ปรึกษา นางสาวธันวา สิทธิพันธุ 
นางสาวศุภิสรา ไกรสิทธ์ิ 

สังกัด                        สำนักงานเขตพ้ืนที่การศึกษา มัยธยมศึกษา 

ช่ือโรงเรียน  โรงเรียนเบญจมราชูทิศ 

ปการศึกษา  2569 
 

 
 

บทคัดยอ 

 
โครงงานน้ีแสดงถึงการพิสูจนการหาพ้ืนที่ของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลม โดยใชความรู

เรื่อง รูปสามเหล่ียมคลาย ทฤษฎีบทวงกลม ความสัมพันธของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลม กฎของ

โคไซน และอัตราสวนตรีโกณมิติ โดยที ่k คือ พ้ืนที่ของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลม น่ันคือ 
 

k (s a)(s b)(s c)(s d)= − − − −  
 
 

เมื่อ a, b, c และ d แทนความยาวดานแตละดานของรูปส่ีเหล่ียม 

 
a b c d

s
2

+ + +
=  แทนครึ่งหน่ึงของความยาวรอบรูปส่ีเหล่ียม 
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กิตติกรรมประกาศ 

 

โครงงานฉบับน้ีมีจุดมุงหมายเพ่ือพิสูจนสูตรการหาพ้ืนที่ของรูปส่ีเหล่ียมที่แนบในวงกลม โดยใช

ความรู ความสัมพันธของร ูปสี ่เหลี ่ยมใด ๆ  ท ี ่แนบในวงกลม โดยใชความรูเรื ่อง ร ูปสามเหลี่ยมคลาย 

ความสัมพันธของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ  ที่แนบในวงกลม  กฎของโคไซน และอัตราสวนตรีโกณมิติ ซ่ึงในการทำ

โครงงานน้ันตองใชกระบวนการหลายข้ันตอน ตั้งแตการศึกษาหาขอมูลในการทำโครงงาน การวิเคราะห

หาความสัมพันธของรูป การจัดทำเลมโครงงาน จนกระทั่งโครงงานน้ีสำเร็จ   ตลอดระยะเวลาการจัดทำ

โครงงานทางคณะผูจัดทำ ไดรับความชวยเหลือและคำแนะนำในหลาย ๆ  ดาน ตลอดจนไดรับกำลังใจจาก

บุคคลรอบขาง ทางคณะผูจัดทำไดซาบซ้ึงในความกรุณาจากทุกทาน เปนอยางย่ิง ขอขอบคุณทุกทาน    

ณ โอกาสน้ี 

ขอขอบคุณคุณครูธันวา สิทธิพันธุ และคุณครูศุภิสรา ไกรสิทธิ์ ค ุณครูกลุ มสาระการเรียนรู

คณิตศาสตรโครงการ SMTP โรงเรียนเบญจมราชูทิศ คุณครูเปนที่ปรึกษาโครงงานและไดใหคำปรึกษา

และคำแนะนำเก่ียวกับการคิดรูปแบบโครงงานและการจัดทำโครงงานทำใหโครงงานสำเร็จลุลวง และผาน

ไปไดดวยดี 

และสุดทายน้ีคณะผูจัดทำขอกราบขอบพระคุณบิดาและมารดาที่ใหการอบรมเล้ียงดู สงเสริม 

การเรียนรูการศึกษาและตลอดจนถึงการใหกำลังใจเปนอยางด ีและขอขอบคุณเจาของผลงานเอกสารและ

งานวิจัย ที่เก่ียวของทุกทานที่ทางคณะผูจัดทำไดนำมาอางอิงในการทำโครงงานทำใหโครงงานฉบับน้ีเปน

โครงงานที่สมบูรณ 
 

คณะผูจัดทำ 
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สารบัญ 
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บทท่ี 1 

บทนำ 
 

1.1 ท่ีมาและความสำคัญ 
 

การพิสูจนหาพ้ืนที่ของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ  ที่แนบในวงกลม โดยใชความรูเรื่อง รูปสามเหล่ียมคลาย 

ทฤษฎีบทวงกลม ความสัมพันธของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลม คือ ผลรวมของผลคูณของดานตรง

ขามของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลมทั้งสองคู จะมีคาเทากับ ผลคูณของความยาวเสนทแยงมุมของ

รูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลมเทากับ AB CD AD BC AC BD⋅ + ⋅ = ⋅  และนำไปประยุกตใชกับกฎ

ของโคไซน และอัตราสวนตรีโกณมิติ เพื ่อใชในการพิสูจนการหาพื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมใด ๆ  ที่แนบใน

วงกลมของ กลาววา กำหนดใหรูปส่ีเหล่ียม ABCD เปนรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ  ที่แนบในวงกลม มีความยาวดาน

ทั้งส่ีเทากับ a, b, c และ d ตามลำดับ โดยที่ k คือ พ้ืนที่ของรูปส่ีเหล่ียมที่แนบในวงกลมน่ันคือ  

  
 

k (s a)(s b)(s c)(s d)= − − − −  

 

 
 

รูปที่ 1 รูปประกอบทฤษฎีบท 

 

เมื่อ a, b, c และ d แทนความยาวดานแตละดานของรูปส่ีเหล่ียม 

 
a b c d

s
2

+ + +
=  แทนครึ่งหน่ึงของความยาวรอบรูปส่ีเหล่ียม 



2 

 

 

คณะผู จ ัดทำเห็นความสำคัญของการศึกษาการพิสูจนสูตรการหาพื้นที่ของรูปสี่เหลี่ยมใด ๆ        

ที่แนบในวงกลมเน่ืองจากชวยใหสามารถหาพ้ืนที่ของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลมใด ๆ ไดเมื่อทราบ

ความยาวของดานทั้งส่ีดานและไดทำใหผูจัดทำมีความเขาใจในแนวคิดเรื่อง รูปสามเหล่ียมคลาย ทฤษฎี

บทเรขาคณิต และตรีโกณมิต ิ ท ี ่นำมาใชในการพิสูจน ซึ ่งเป นสาระสำคัญของคณิตศาสตรระดับ

มัธยมศึกษา นอกจากน้ียังสามารถนำความรู น้ีไปประยุกตใชในการแกปญหาโจทยเรขาคณิตที่ซับซอน

ย่ิงข้ึน รวมถึงชวยพัฒนาทักษะการคิดวิเคราะห การเช่ือมโยงแนวคิดทางคณิตศาสตรในรูปแบบตาง ๆ  ได

อยางมีประสิทธิภาพดวยการนำความรูทางคณิตศาสตรมาใช 
 

1.2 วัตถุประสงค 
 

1.2.1 เพ่ือพิสูจนสูตรการหาพ้ืนที่ของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลม  

 

1.3 ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 

 

 1.3.1 ได ร ับความรู และความเขาใจในเนื ้อหารายวิชาคณิตศาสตร เร ื ่อง ทฤษฎีบทวงกลม         

รูปสามเหล่ียมคลาย ความสัมพันธของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลม กฎของโคไซน และอัตราสวน

ตรีโกณมิติ 

 1.3.2 สามารถนำแนวคิดที ่ไดจากการพิสูจนไปประยุกตใชในการแกปญหาโจทยเรขาคณิตที่

ซับซอนไดอยางมีประสิทธิภาพ 
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บทท่ี 2 

เอกสารท่ีเกี่ยวของ 
 

การศึกษานี ้คณะผูทำโครงงานไดศึกษาเอกสารที ่เกี ่ยวของเพื ่อใชกำหนดทิศทางในการทำ

โครงงาน เร ื ่อง การพิสูจนสูตรหาพื ้นที ่ของรูปสี ่เหลี ่ยมใด ๆ  ที ่แนบในวงกลม โดยใชความรูเรื ่อง            

รูปสามเหล่ียมคลาย ทฤษฎีบทวงกลม ความสัมพันธของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ  ที่แนบในวงกลม  กฎของโคไซน 

และอัตราสวนตรีโกณมิติ ในการพิสูจนเอกสารที่เก่ียวของ ดังน้ี 

 

2.1 ทฤษฎีบทวงกลม 

2.1.1 ทฤษฎีบท ในวงกลมที่เทากันทุกประการหรือในวงกลมวงเดียวกัน ถามุมในสวนโคงของ

วงกลมมีขนาดเทากัน แลวสวนโคงที่รองรับมุมเหลาน้ันจะยาวเทากัน ในทำนองเดียวกัน ในวงกลมที่

เทากันทุกประการหรือในวงกลมวงเดียวกัน ถาสวนโคงที่รองรับมุมยาวเทากัน แลวมุมในสวนโคงที่รองรับ

ดวยสวนโคงเหลาน้ันจะมีขนาดเทากัน หรือสามารถกลาวไดวา มุมในสวนโคงของวงกลมมีขนาดเทากัน   

ก็ตอเมื่อสวนโคงที่รองรับมุมยาวเทากัน 

 

 

รูปที่ 2 รูปประกอบทฤษฎีบท 

ที่มา : https://www.smartmathpro.com/article/circle-m3/ 
 

พิจารณารูปที่ 2 จะเห ็นวา ADB  และ BDC  มีขนาดเทากัน แลวจะไดวาสวนโคง AB  ยาว

เทากับ สวนโคง BC  หรือจะมองในทางกลับกัน คือ ถาสวนโคงที่รองรับมุมยาวเทากัน มุมในสวนโคงจะมี

ขนาดเทากันไปดวย ในทำนองเดียวกัน มุมที่รองรับดวยสวนโคง NP  คือ NMPและ NQPแลวทั้งสองมุม

จะมีขนาดเทากัน หรือมุมที่รองรับดวยสวนโคง MQ  คือ MNQ  และ MPQ แลวทั้งสองมุมจะมีขนาดเทากัน

เชนเดียวกัน 

https://www.smartmathpro.com/article/circle-m3/
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2.1.2 ผลบวกของขนาดของมุมตรงขามของรูปสี่เหลี่ยมใด ๆ  ที่แนบในวงกลมจะเทากับ 180 

องศาหรือสองมุมฉาก 

 

 

 

 

 

 

 

 

รูปที่ 3 รูปประกอบทฤษฎีบท 

ที่มา : https://www.smartmathpro.com/article/circle-m3/ 

 

จากรูปดานซาย จะเห ็นวาจุด A, B, C, และ D เป นจุดบนสวนโคงของวงกลม จะเห ็นวารูป

ส่ีเหล่ียม ABCD เปนรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลม ซ่ึงมีมุมภายในของรูปส่ีเหล่ียมเปน a, b, c และ d 

ถามุม A อยูตรงขามกับมุม C แลวผลบวกของ A กับ C จะเทากับ 180 องศา ในทำนองเดียวกัน ถามุม B 

อยูตรงขามกับมุม D แลวผลบวกของ B กับ D จะเทากับ 180 องศา ขอควรระวัง จากรูปดานขวาขางตน 

จุด O ไมไดอยูบนสวนโคงของวงกลม ดังน้ัน รูปส่ีเหล่ียม GONE ไมเรียกวาเปนรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ  ที่แนบใน

วงกลม 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

https://www.smartmathpro.com/article/circle-m3/
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2.2 รูปสามเหลี่ยมท่ีคลายกัน 

บทนิยาม ของรูปหลายเหล่ียมที่คลายกัน ABC DEF   ก็ตอเมื่อ 

1)  A D=  , B E=   และ C F=   

2)  
AB BC CA

DE EF FD
= =  

 
รูปที่ 4 รูปประกอบบทนิยาม 

  

 น่ันคือ ถารูปสามเหล่ียมสองรูปมีขนาดของมุมเทากันเปนคู ๆ  สามคู แลวอัตราสวนของความยาว

ของดานคูที่สมนัยกันทั้งสามคูจะเทากันดวย  

 

2.3 อัตราสวน 

อัตราสวน คือ การเปรียบเทียบปริมาณตั้งแตสองปริมาณข้ึนไป ซ่ึงปริมาณที่เอามาเปรียบเทียบ

กันน้ันจะมีหนวยเดียวกันหรือตางกันก็ไดซ่ึงเราจะเขียนแทนในรูปของเศษสวน ในทางคณิตศาสตรจะ

เขียนไดดังน้ี  

อัตราสวน a ตอ b เขียนแทนดวย a : b หรือ 
a

b
 

a  แทนปริมาณของส่ิงแรกที่นำมาเปรียบเทียบ 

b  แทนปริมาณของส่ิงที่สอง 

อัตราสวนที่เทากัน คือ อัตราสวนที่แสดงอัตราเดียวกัน การคิดอัตราสวนที่เทากัน สามารถทำได 

2 วิธี ไดแก ใชหลักการคูณ เปนการนำจำนวนใด ๆ ที่ไมเทากับศูนยคูณเขาไปในทกุจำนวนของอัตราสวน 

จะไดอัตราสวนใหมที่เทากับอัตราสวนเดิม หรือ ใชหลักการหาร เปนการนำจำนวนใด ๆ ที่ไมเทากับศูนย

มาหารจำนวนทุกตัวในอัตราสวน จะไดอัตราสวนใหมที่เทากับอัตราสวนเดิม การเปรียบเทียบการเทากัน

ของอัตราสวน มีวิธีการตรวจสอบวาอัตราสวนน้ัน ๆ เปนอัตราสวนที่เทากันหรือไม สามารถทำได 3 วิธี 

คือ การทำสวนใหเทากัน โดยใชหลักการคูณการทำใหเปนอัตราสวนอยางต่ำ ใชหลักการเดียวกับการทำ
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ใหเปนเศษสวนอยางต่ำ คือการใชหลักการหาร การคูณไขว หลักการน้ีเราจะใชตรวจสอบการเทากันเมื่อ

เรามอัีตราสวนอยูสองชุดและตองการตรวจสอบวาทั้งสองอัตราสวนน้ันเทากันหรอืไม หากไดผลคูณเทากัน 

แสดงวาอัตราสวนทั้งสองเทากัน 

 

2.4 กฎของโคไซน  

กฎของโคไซนเปนกฎที่แสดงความสัมพันธระหวางความยาวดานทั้งสามของรูปสามเหล่ียมกับคา 

cos ของมุมภายในมุมหน่ึง 

 
 

รูปที่ 5 รูปประกอบการพิสูจน 

จากรูปที่ 5 จะได 
x

cosC = 
b

 ดังน้ัน x = bcosC 

                            จากรูป ABD  ;  = − −2 2 2AD c (a x)  ------ (1) 

                            จากรูป ADC  ;  = −2 2 2AD b x  ------ (2) 

    (1) = (2) ; − − = −2 2 2 2c (a x) b x  

            − − + = −2 2 2 2 2c (a 2ax x ) b x  

                − + − = −2 2 2 2 2c a 2ax x b x  

                    − + = 2 2 2c a 2ax b  

                                           = + −2 2 2c a b 2ax  

                      = + −2 2 2c a b 2abcosC∴  
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จะไดวา 
2 2 2a b c 2bccos A= + −  
2 2 2b c a 2cacosB= + −  
2 2 2c a b 2abcosC= + −  

 

2.5 ครึ่งหนึ่งของความยาวรอบรูปของรูปสี่เหลี่ยม 

นิยามของเซมิเพอริมิเตอร (Definition of Semi-perimeter) คำวา "Semi-" เป นคำอปุสรรค 

(Prefix) ในภาษาละติน แปลวา "คร ึ ่งหนึ ่ง" ด ังนั ้น เซมิเพอริม ิเตอร (Semi-perimeter) จึงหมายถึง    

ความยาวครึ่งหน่ึงของเสนรอบรูปของรูปหลายเหล่ียม หรือรูปทรงปดสองมิติใด ๆ ในทางคณิตศาสตร 

นิยมใชตัวอักษรภาษาอังกฤษตัวเล็กคือ s เปนสัญลักษณสากลแทนคาเซมิเพอริมิเตอร โดยสามารถสรุป

ความสัมพันธพ้ืนฐานไดดังสมการ  

a b c d
s

2

+ + +
=  

 

2.6 เอกลักษณตรีโกณมิติ 

เอกลักษณตรีโกณมิติ คือ การเทากันของฟงกชันตรีโกณมิติที่ตางกัน และเปนจริงสำหรับทุก ๆ 

คาของขนาดของมุม 
2 2sin A cos A 1+ = , = −2 2sin A 1 cos A  หรือ = −2 2cos A 1 sin A  

− =2 2sec A tan A 1, = +2 2sec A 1 tan A  หรือ − =2 2sec A 1 tan A เมื่อ ≠cos A 0  

− =2 2c sc A cot A 1 ,  = +2 2c sc A 1 cot A  หรือ − =2 2c sc A 1 cot A  เมื่อ sinA 0≠  

 

 2.6.1 เอกลักษณตรีโกณมิติของมุมรวมกันไดสองมุมฉาก (Supplementary Angles) 

มุมสองมุมจะเปนมุมรวมกันไดสองมุมฉาก ถาผลรวมของมุมทั้งสองเทากับ 180 องศา ในทำนองเดียวกัน  
 

 sin (180 - θ) = sin θ 

 cos (180 - θ) = - cos θ 

 csc (180 - θ) = csc θ 

 sec (180 - θ) = - sec θ 
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2.7 การหาพ้ืนท่ีของรูปสามเหลี่ยมดวยไซน 

 
 

รูปที่ 6 รูปประกอบทฤษฎีบท 
 

เมื่อทราบความยาวของดานสองดานของสามเหล่ียม และขนาดของมุมที่อยูระหวางดานทั้งสอง 

พ้ืนที่ของสามเหล่ียมจะหาไดจากสูตรพ้ืนที่ของรูปสามเหล่ียม ABC =
1

absinC
2

   

=
1

acsinB
2

   

=
1

bcsinA
2
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บทท่ี 3 

วิธีการดำเนินงาน 
 

 ในการจัดทำโครงงาน เรื่อง การพิสูจนสูตรหาพ้ืนที่ของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ  ที่แนบในวงกลม โดยใช

ความรูเรื่อง รูปสามเหล่ียมคลาย ทฤษฎีบทวงกลม ความสัมพันธของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลม       

กฎของโคไซน และอัตราสวนตรีโกณมิติ ในการพิสูจน ผูจัดทำไดวางแผนการดำเนินงาน ดังน้ี 

 

3.1 พิสูจน ⋅ + ⋅ = ⋅AB CD AD BC AC BD  

 

รูปที่ 7 รูปประกอบทฤษฎีบท 
 

กำหนดให ABCD เปน รูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลม 

ตองการพิสูจนวา AB CD AD BC AC BD⋅ + ⋅ = ⋅  

กำหนดใหลากเสนทแยงมุม AC  และ BD  

 
 

รูปที่ 8 รูปประกอบการพิสูจน 
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กำหนดให BAC = xและสราง AE  โดยที ่E อยูบนเสนทแยงมุม BD  เพ่ือให BAC DAE=   

 
 

รูปที่ 9 รูปประกอบการพิสูจน 
 

พิจารณา ADE ACB   หรือไม พิจารณาจากมุมคูที่สมนัยกัน ดังน้ี 

 
 

รูปที่ 10 รูปประกอบการพิสูจน 
 

1) DAE BAC=   เพราะ จากการสราง AE  โดยที ่E อยูบนเสนทแยงมุม BD  เพ่ือให BAC DAE=   

2) ADE ACB=   เพราะ เปนมุมในสวนโคงของวงกลมที่รองรับดวยสวนโคงเดียวกันมีขนาดเทากัน 

3) AED ABC=   เพราะ มุมภายในของรูปสามเหล่ียมรวมกันได 180  เมื่อมุม 2 มุมมีขนาดเทากัน และ

อีก 1 มุมจะมีขนาดเทากัน 

ดังน้ัน ADE ACB   เพราะ  มีมุมคูที่สมนัยกันมีขนาดเทากันทุกคู 3 คู 

จะไดวา อัตราสวนของความยาวดานคูที่สมนัยกันมีขนาดเทากันทุกคู ดังน้ี 

AD DE AE

AC CB AB
= =  
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พิจารณาเลือกอัตราสวน 

จะได      
AD DE

AC CB
=  

 
AD CB DE AC⋅ = ⋅  ------ (1) 

 

กำหนดให EAC y= 

  เพ่ือให EAB x y= + 

 และ DAC x y= + 

 ดังน้ัน EAB DAC=   

พิจารณา AEB ADC   หรือไม พิจารณาจากมุมคูที่สมนัยกัน ดังน้ี 

 
 

รูปที่ 11 รูปประกอบการพิสูจน 

 

1) BAE CAD=   เพราะ จากการสราง AE  โดยที ่E อยูบนเสนทแยงมุม BD  เพ่ือให BAC DAE=   

2) ABD ACD=   เพราะ เปนมุมในสวนโคงของวงกลมที่รองรับดวยสวนโคงเดียวกันมีขนาดเทากัน 

3) AEB ADC=   เพราะ มุมภายในของรูปสามเหล่ียมรวมกันได 180  เมื่อมุม 2 มุมมีขนาดเทากัน และ

อีก 1 มุมจะมีขนาดเทากัน 

ดังน้ัน ADE ACB   เพราะ  มีมุมคูที่สมนัยกันมีขนาดเทากันทุกคู 3 คู 

จะไดวา อัตราสวนของความยาวดานคูที่สมนัยกันมีขนาดเทากันทุกคู ดังน้ี 
 

AE EB AB

AD DC AC
= =  
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พิจารณาเลือกอัตราสวน 

จะได      
EB AB

DC AC
=  

 
EB AC AB DC⋅ = ⋅  ------ (2) 

 
นำสมการที่ (1) + (2) ;  (AD CB) (AB DC) (DE AC) (EB AC)⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅  

         AD BC DC AB AC(DE BE)⋅ + ⋅ = +  
ซ่ึง DE BE BD+ =   

ดังน้ัน AD BC DC AB AC BD⋅ + ⋅ = ⋅  
 

3.2 หาพ้ืนท่ีของรูปสี่เหลี่ยมใด ๆ ท่ีแนบในวงกลม 

กำหนดให ABCD เปนรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลม 

จากการพิสูจนจะไดความสัมพันธวา AD BC DC AB AC BD⋅ + ⋅ = ⋅  

กำหนดให AB a= หนวย BC b=  หนวย CD c=  หนวย DA d=  หนวย AC p= หนวย      

BD q=  หนวย  

จะได pq ac bd= +  ------ (3) 

 
 

รูปที่ 12 รูปประกอบการพิสูจน 

 

และครึ่งหน่ึงของความยาวรอบรูปคือ 
a b c d

s
2

+ + +
=  
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ใหพ้ืนที่ของ 2ABCD k หนวย=  สามารถแบงออกเปนรูปสามเหล่ียม 2 รูป คือ ABC  และ ADC  

 
 

รูปที่ 13 รูปประกอบการพิสูจน 
 

จะได           
1 1

k absinB cdsinD
2 2

= +  ------ (4) 

 

เน่ืองจาก ABCD เปน รูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลม มุมตรงขามรวมกันได 180  

น่ันคือ   D B 180+ = 

   

       D 180 B= −   
 

จะไดวา sinD sin(180 B) sinB= − =

  

แทนคา sinD ดวย sinB ในสมการที่ 4 

จะได    
1 1

k absinB cdsinB
2 2

= +  

 

   
1

k (ab cd) sinB
2

= +  ------ (5) 

 

จากสมการที่ (5) เปนการหาพ้ืนที่ของรูปสามเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลม โดยใชมุม sin คือ การใชสูตร

พ้ืนที่              

1

2
 (ผลคูณของดานสองดาน) (sin ของมุมที่อยูระหวางดาน) 
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หาคา sinB โดยใชกฎของโคไซน 

พิจารณา ABC จะได 2 2 2q a b 2abcosB= + −  ------ (6) 

พิจารณา ADC จะได 2 2 2q c d 2cdcosD= + −  ------ (7) 

เน่ืองจาก cosD cos(180 B) cosB= − = −  

จะได 2 2 2q c d 2cdcosB= + +  

นำสมการ (6) = (7)  2 2 2 2a b 2abcosB c d 2cdcosB+ − = + +  

    2 2 2 2a b c d 2(ab cd)cosB+ − − = +  
 

2 2 2 2a b c d
cosB

2(ab cd)

+ − −
=

+
 

 
หาคา 1 – cosB และ 1 + cosB 

1) หาคา 1 – cosB 

จะได    1 – cosB = 
2 2 2 2a b c d

1
2(ab cd)

+ − −
−

+
     

 

         1 – cosB =  
2 2(c d) (a b)

2(ab cd)

+ − −
+

   

 

          1 – cosB = 
(c d b a)(c d a b)

2(ab cd)

+ + − + + −
+

 

 

    1 – cosB = 
2(s a) 2(s b)

2(ab cd)

− ⋅ −
+

 

 

        1 – cosB = 
2(s a)(s b)

(ab cd)

− −
+

 ------ (8) 

 
2) หาคา 1 + cosB 

จะได   1 + cosB = 
2 2 2 2a b c d

1
2(ab cd)

+ − −
+

+
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1 + cosB = 
2 2(a b) (c d)

2(ab cd)

+ − −
+

     

  

1 + cosB = 
(a b d c)(a b c d)

2(ab cd)

+ + − + + −
+

 

 

1 + cosB = 
2(s c) 2(s d)

2(ab cd)

− ⋅ −
+

 

 

           1 + cosB = 
2(s c)(s d)

(ab cd)

− −
+

 ------ (9) 

 
นำ (8) ⋅ (9) เพ่ือหา sinB  

จะได   2sin B (1 cosB)(1 cosB)= − +  
 

2

2

4(s a)(s b)(s c)(s d)
sin B

(ab cd)

− − − −
=

+
 

 

2

4(s a)(s b)(s c)(s d)
sinB

(ab cd)

− − − −
=

+
 

 

  
2 (s a)(s b)(s c)(s d)

sinB
(ab cd)

− − − −
=

+
 ------ (10) 

 

หาพ้ืนที่ ABCD 

แทนคา sinB จาก (10) ลงใน (5)  

จะได  
1 2 (s a)(s b)(s c)(s d)

k (ab cd)
2 (ab cd)

− − − −
= + ⋅

+
 

 

  k (s a)(s b)(s c)(s d)= − − − −  
 

 



16 

 

 

บทท่ี 4 

ผลการดำเนินงาน 
 

จากการพิสูจนความสัมพันธของพื้นที่รูปสี่เหลี่ยมใด ๆ  ที่แนบในวงกลม โดยใชความรู เร ื่อง                

รูปสามเหล่ียมคลาย ทฤษฎีบทวงกลม ความสัมพันธของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ  ที่แนบในวงกลม  กฎของโคไซน 

และอัตราสวนตรีโกณมิติ ผูจัดทำไดวางแผนการดำเนินงาน ดังน้ี 

 
 

รูปที่ 14 
 

จากการดำเนินงาน เมื่อรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ  ที่แนบในวงกลม ผลรวมของผลคูณของดานตรงขามของ 

ร ูปสี ่เหลี่ยมใด ๆ  ที่แนบในวงกลมทั้งสองคู จะมีคาเทากับ ผลคูณของความยาวเสนทแยงมุมของรูป

ส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลมเทากับ AB CD AD BC AC BD⋅ + ⋅ = ⋅  จากการสราง AE  โดยที ่E อยูบน

เสนทแยงมุม BD  จะเกิดร ูปสามเหลี่ยม ADE , ACB , AEB  และ ADC  ซึ ่งมีรูปสามเหลี่ยม     

ที่คลายกันทั้งหมด 2 คู น่ันคือ ADE ACB   และ AEB ADC   จะไดอัตราสวนของความยาวดาน

คูที่สมนัยกันมีขนาดเทากันทุกคู ดังน้ี 

AD CB DE AC⋅ = ⋅  ------ (1) 

   EB AC AB DC⋅ = ⋅  ------ (2) 
 
นำสมการที่ (1) + (2) ;  (AD CB) (AB DC) (DE AC) (EB AC)⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅  

         AD BC DC AB AC(DE BE)⋅ + ⋅ = +  
ซ่ึง DE BE BD+ =   

ดังน้ัน AD BC DC AB AC BD⋅ + ⋅ = ⋅  



17 

 

 

ในพ้ืนที่ของ 2ABCD k หนวย=  สามารถแบงออกเปนรูปสามเหล่ียม 2 รูป คือ ABC  และ ADC  

จะได    
1

k (ab cd) sinB
2

= +  ------ (5) 

 

จากสมการที่ (5) เปนการหาพ้ืนที่ของรูปสามเหล่ียมใด ๆ โดยใชคา sin 
 

จาก cosD cos(180 B) cosB= − = −  

จะได 2 2 2q c d 2cdcosD= + −  

นำสมการ (6) = (7)     
2 2 2 2a b (c d )

cosB
2(ab cd)

+ − −
=

+
 

 

หาคา 1 – cosB และ 1 + cosB 

1) หาคา 1 – cosB     

จะได      1 – cosB = 
2(s a)(s b)

(ab cd)

− −
+

 ------ (8) 

2) หาคา 1 + cosB  

จะได   1 + cosB = 
2(s c)(s d)

(ab cd)

− −
+

 ------ (9) 

นำ (7) ⋅ (8) เพ่ือหา sinB  

จะได   
2 (s a)(s b)(s c)(s d)

sinB
(ab cd)

− − − −
=

+
 ------ (10) 

 
หาพ้ืนที่ ABCD 

แทนคา sinB จาก (9) ลงใน (4)  

จะได  
1 2 (s a)(s b)(s c)(s d)

k (ab cd)
2 (ab cd)

− − − −
= + ⋅

+
 

 

  k (s a)(s b)(s c)(s d)= − − − −  
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บทท่ี 5 

สรุป อภิปรายผลและขอเสนอแนะ 
 

5.1 สรุปผลและอภิปรายผลการทดลอง 

 

เมื่อรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบในวงกลม ผลรวมของผลคูณของดานตรงขามของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ   

ที่แนบในวงกลมทั้งสองคู จะมีคาเทากับ ผลคูณของความยาวเสนทแยงมุมของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ ที่แนบใน

วงกลมเทากับ AB CD AD BC AC BD⋅ + ⋅ = ⋅   จะไดความสัมพันธของพ้ืนที่ของรูปส่ีเหล่ียมใด ๆ  ที่แนบ

ในวงกลมเทากับ 
 

k (s a)(s b)(s c)(s d)= − − − −  
 

 
 

รูปที่ 15 

 

5.2 ขอเสนอแนะ 

 

5.2.1 ศึกษาเปรียบเทียบการพิสูจนและการหาพ้ืนที่ของรูปส่ีเหล่ียมใดๆ ที่ไมแนบในวงกลม โดย

ใชสมบัติของมุมตรงขาม เพ่ือใหครอบคลุมรูปส่ีเหล่ียมทุกชนิด 

 

 

 



19 

 

 

เอกสารอางอิง 

 

สถาบันสงเสริมการสอนวิทยาศาสตรและเทคโนโลยี กระทรวงศึกษาธิการ. หนังสือเรียนรายวิชาพ้ืนฐาน

คณิตศาสตร ช้ันมัธยมศึกษาปที่ 3. เลม 1. พิมพครั้งที่ 3. ลาดพราว 2249 ถนนลาดพราว วังทองหลาง 

กรุงเทพมหานคร. สำนักพิมพ สกสค. 2565 

 

นายภาคภูมิ อรามวารีกุล, นายมคธ ทิพยชัยเชษฐา, และนายธงฉัตร อิงคุทานนท. ติวเขมคณิตศาสตรเขา

เตรียมอุดมฯ เลม 1. พิมพครั้งที่ 2. 414 ช้ัน 14 อาคารเอ็ม บี เค ทาวเวอร ถนนพญาไท แขวงวังใหม เขต

ปทุมวัน กรุงเทพมหานคร 10330. สำนักพิมพบริษัท ออนดีมานด เอ็ดดูเคช่ัน จำกัด. 2568 

 

ปวรุตม ธีรบุษยเวศย. สรุปวงกลมม.3 ทฤษฎีบทวงกลม[Online]. ปวรุตม ธีรบุษยเวศย: ปวรุตม ธีรบุษย

เวศย, 2566. https://www.smartmathpro.com/article/circle-m3/ สถาบันสมารทแมทโปร [2 

กันยายน พ.ศ.2568] 

 

ปวรุตม ธีรบุษยเวศย. ตรีโกณมิติ ม.5 [Online]. ปวรุตม ธีรบุษยเวศย: ปวรุตม ธีรบุษยเวศย, 2566. 

https://www.smartmathpro.com/article/trigonometric-functions/ สถาบันสมารทแมทโปร [26 

พฤษภาคม พ.ศ.2566] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


