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บทคัดย่อ 

 โครงงานคณิตศาสตร์ประเภททฤษฎี เรื่อง “ส่วนขยายของฟังก์ชันตรีโกณมิติจากรูปสามเหลี่ยมด้านไม่
เท่า โดยไม่ใช้กฎของไซน์” มีวัตถุประสงค์เพื่อ1. หาสูตรของเอกลักษณ์ตรีโกณมิติมุมสองเท่าสำหรับฟังกชั์น
ส่วนขยายของไซน์ และโคไซน์ 2. หาสูตรของเอกลักษณ์ตรีโกณมิติมุมครึ่งเท่าสำหรบัฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์ 
และโคไซน์ และ3. หาสูตรของเอกลักษณ์ตรีโกณมิติผลบวก และผลต่างสำหรับฟังก์ชันสว่นขยายของแทนเจนต์ 
และโคแทนเจนต์ สำหรับรูปสามเหลี่ยมด้านไม่เท่า วิธีการดำเนินงานเริ่มต้นจากการศึกษาแนวคิดเดิมสำหรับ
ฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์ และโคไซน์ และผลบวก ผลต่างของฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์ และโคไซน์สำหรับ
สามเหลี่ยมด้านไม่เท่า และนำมาหาส่วนขยายของเอกลักษณ์ตรีโกณมิติเพิ่มเติมจากเดิม โดยคณะผู้จัดทำได้ใช้
แนวคิดเดิมมาหาเอกลักษณ์ตรีโกณมิติมุมสองเท่าของฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์ และโคไซน์ รวมทั้งหา
เอกลักษณ์ตรีโกณมิติของผลบวก ผลต่างของฟังก์ชันส่วนขยายของแทนเจนต์ และโคแทนเจนต์ ผลการศึกษา
ทำให้ได้สูตรดังนี้ 

สูตรฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์ และโคไซน์มุมสองเท่า คือ    
2* * * *sin (2 , ) 2sin ( , ) cos ( , ) 2cos( )sin ( , )        = −  

2 2* * *cos (2 , ) cos ( , ) sin ( , )     = −  
 

สูตรฟงัก์ชันส่วนขยายของไซน์ และโคไซน์มุมครึ่งเท่า คือ 

* *
*

2

1 cos ( , ) sin ( , )cos
sin ,

2 2sin

     




− + 
= 

 
 

* *
*

2

1 cos sin ( , ) cos2 cos ( , )
cos ,

2 2sin

      




+ − 
= 

 
 

 
 
 



ข 

 

สูตรผลบวก ผลต่างของฟงัก์ชันส่วนขยายของแทนเจนต์ และโคแทนเจนต์ คือ 
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 นอกจากนี้คณะผู้จัดทำได้ลดรูปสูตรขยายโดยกำหนดให้มุมปรับเปลี่ยน 90 = สูตรขยายทั้งหมด

สามารถลดรูปกลับไปเป็นเอกลักษณ์ตรีโกณมิติแบบดั้งเดิมได้อีกด้วย 

 

คำสำคัญ : ฟังก์ชันตรีโกณมิติ สามเหลี่ยมด้านไม่เท่า เอกลักษณ์ตรีโกณมิติ 
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บทท่ี 1 

บทนำ 

 

ที่มาและความสำคัญ 

 วิชาตรีโกณมิติ (Trigonometry) มีรากศัพท์มาจากคำว่า “Trigonon” (รูปสามเหลี่ยม) 

และ “Metron” (การวัด) ในหลักสูตรคณิตศาสตร์ระดับมัธยมศึกษา ฟังก์ชันตรีโกณมิติพื้นฐาน 

เช่น ฟังก์ชันไซน์  ฟังก์ชันโคไซน์ และฟังก์ชันแทนเจนต์ ถูกนิยามขึ้นจากอัตราส่วนความยาวด้าน

ของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก โดยมีมุมปรับเปลี่ยนมุมหนึ่งถูกตรึงไว้ที่ 90 =   อย่างไรก็ตามในทาง

ปฏิบัติและการแก้ปัญหาเชิงเรขาคณิตส่วนใหญ่มักจะพบรูปสามเหลี่ยมด้านไม่เท่า (Scalene 

Triangle) ซึ่งเมื่อต้องการหาความยาวด้านหรือขนาดของมุมนักเรียนจำเป็นต้องพึ่งพากฎของไซน์ 

(Law of Sines) หรือกฎของโคไซน์ (Law of Cosines) และต้องดำเนินการหลายข้ันตอน ทำให้

ขาดความเช่ือมโยงในเชิงอัตราส่วนที่ง่ายและเป็นระบบเหมือนกรณีของสามเหลี่ยมมุมฉาก 

 ต่อมาในปี ค.ศ.2022 Luis Teia ได้นำเสนอแนวคิด “ฟังก์ชันตรีโกณมิติส่วนขยาย

สำหรับสามเหลี ่ยมด้านไม่เท่า” (Extended Trigonometric Functions) ได้แก่ ฟังก์ชันส่วน

ขยายของไซน์ *sin ( , )   และฟังก์ชันส่วนขยายของโคไซน์ *cos ( , )   ซึ่งเป็นฟังก์ชันที่ข้ึนกบั

ตัวแปร 2 ตัวแปร คือ มุมอ้างอิง   และมุมปรับเปลี่ยน   การขยายแนวคิดน้ีช่วยให้สามารถหา

ความยาวด้านของสามเหลี่ยมด้านไม่เท่าได้ด้วยรูปแบบอัตราส่วนที่เรียบง่ายและสอดคล้องกับ

คุณสมบัติของสามเหลี่ยมมุมฉากดั้งเดิม ยิ่งไปกว่านั้น Teia ยังได้พิสูจน์ “กฎเอกลักษณผ์ลบวก

และผลต่างของมุม” สำหรับฟังก์ชัน *sin และ *cos ไว้เป็นรากฐานที่สำคัญ 

อย่างไรก็ตามจากการศึกษาบทความวิจัยดังกลา่วคณะผู้จัดทำพบว่าบทความวิจัยยังไม่ได้

มีการขยายสูตรไปสู่ “เอกลักษณ์มุมสองเท่า (Double – Angle Identities” สำหรับฟังก์ชันส่วน

ขยายของไซน์และโคไซน์ และยังขาดการพัฒนาฟังก์ชันส่วนขยายของ “แทนเจนต์ *(tan ) ” 

ในรูปผลบวก และผลต่าง รวมถึงฟังก์ชันส่วยขยายของ“โคแทนเจนต์ *(cot ) ” อีกด้วย คณะ

ผู้จัดทำจึงนำแนวคิดฟังก์ชันตรีโกณมิติส่วนขยายนี้หาสูตรเพิ่มเติมนอกเหนือจากบทความวิจัย

ข้างต้น และทำการพิสูจน์ตามหลักการพีชคณิตในระดับมัธยมศึกษา และนำเสนอตัวอย่างที่

สามารถนำไปประยุกต์ใช้ได้ 
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ประเภทโครงงาน 

 โครงงานประเภททฤษฎี 

วัตถุประสงค ์

1. เพื่อหาสูตรของเอกลกัษณ์ตรีโกณมิตมิุมสองเท่าสำหรับฟงักชั์นส่วนขยายของไซน์  
และโคไซน์  

2. เพื่อหาสูตรของเอกลกัษณ์ตรีโกณมิตมิุมครึง่เท่าสำหรบัฟังกชั์นส่วนขยายของไซน์  
และโคไซน์  

3. เพื่อหาสูตรของเอกลกัษณ์ตรีโกณมิตผิลบวก และผลต่างสำหรบัฟังก์ชันส่วนขยาย 
ของแทนเจนต์ และโคแทนเจนต์  
 
สาระการเรยีนรู้คณิตศาสตร์ท่ีเกี่ยวข้อง 

 ฟังก์ชันตรีโกณมิติ และพีชคณิต 
 
นิยามศัพท์เฉพาะ 

1. สามเหลี่ยมด้านไม่เท่า (Scalene Triangle) หมายถึง สามเหลี่ยมที่มีความยาวด้านทั้ง 
สามยาวไม่เท่ากัน และมุมภายในทั้งสามมุมมีขนาดไม่เท่ากัน 

2. ฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์ *(sin ( , ))   หมายถึง อัตราส่วนของ sin( )
sin( )




 

3. ฟังก์ชันส่วนขยายของโคไซน ์ *(cos ( , ))   หมายถึง อัตราส่วนของ sin( )

sin( )

 



+  

4. ฟังก์ชันส่วนขยายของแทนเจนต์ *(tan ( , ))   หมายถึง อัตราส่วนที่เกิดจากการหาร 

ฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์ด้วยฟังก์ชันส่วนขยายของโคโซน์นิยามโดย * sin( )
tan ( , )

sin( )


 

 
=

+
 

5. ฟังก์ชันส่วนขยายของโคแทนเจนต์ *(cot ( , ))   หมายถึง ส่วนกลับของฟังก์ชันส่วน 

ขยายของแทนเจนต์นิยามโดย * sin( )
cot ( , )

sin( )

 
 



+
=   

6. มุมอ้างอิง ( )  หมายถึง มุมภายในของสามเหลี่ยมด้านไม่เท่าที่อยู่ตรงข้ามกับด้านที่เรา 
ต้องการพิจารณา 

7. มุมปรับเปลีย่น ( ) หมายถึง มุมภายในของสามเหลี่ยมด้านไม่เท่าที่อยู่ตรงข้ามกับด้านที่ 
เราอ้างอิง ซึ่งในฟังก์ชันตรีโกณมิติดั้งเดิมมุมนี้จะถูกตรึงไว้ที่ 90  
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ขอบเขตการศึกษา / ข้อจำกัด 

1. ศึกษาเฉพาะฟังก์ชันตรีโกณมิติ 4 ฟังก์ชัน ได้แก่ *sin , * *cos , tan  และ *cot  บน 
ระนาบ 2 มิต ิ

2. ศึกษาจำกัดเฉพาะมุม 0 180   และ 90    

 
ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รบั 

1. ได้สูตรเอกลกัษณ์ตรีโกณมิตสิ่วนขยายสำหรับสามเหลี่ยมด้านไม่เท่า ที่สามารถนำไป 
ประยุกต์ใช้ในระดับสูงต่อไป 

2. มีการพฒันาทักษะการคิดวิเคราะห์และการแก้ปัญหาทางคณิตศาสตร์ 
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บทท่ี 2 

การศึกษาเอกสารท่ีเก่ียวข้อง 

 
 การศึกษาเอกสารที่เกี่ยวข้องเพื่อทำโครงงานคณิตศาสตร์ในครั้งนี้ ได้สืบค้นและรวบรวม

แนวคิด หลักการ และงานทางวิชาการที่เกี่ยวข้อง เพื่อใช้เป็นพื้นฐานในการดำเนินโครงงานเรื่อง 

ส่วนขยายของฟังก์ชันตรีโกณมิติจากรูปสามเหลี่ยมด้านไม่เท่า โดยไม่ใช้กฎของไซน์ คณะ

ผู้จัดทำได้ศึกษาเอกสารที่เกี่ยวข้องดังประเด็นต่อไปนี้ 

1. บทความ เรื่อง Extended Sine and Cosine Functions for Scalene Triangles  

1.1 จุดมุง่หมายของบทความ 

1.2 แนวคิดหลักของบทความ 

1.3 วิธีการที่ใช้ในบทความ 

1.4 ความสำคัญและประโยชน์ของบทความ 

2. บทความ เรื่อง Extended Angle Sum and Difference Identity Rules for 

Scalene Triangles 

2.1 จุดมุง่หมายของบทความ 

2.2 แนวคิดหลักของบทความ 

2.3 วิธีการที่ใช้ในบทความ 

2.4 ความสำคัญและประโยชน์ของบทความ 

3. ฟังก์ชันตรีโกณมิต ิ

     3.1 ฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ 
     3.2 ฟังก์ชันตรีโกณมิติอื่นๆ 

     3.3 สมการเอกลักษณ์แบบพีทาโกรสั 

     3.4 ฟังก์ชันตรีโกณของผลบวกและผลต่างของจำนวนจริงหรือมุม 
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1. บทความ เรื่อง Extended Sine and Cosine Functions for Scalene 

Triangles  
1.1 จุดมุ่งหมายของบทความ 

บทความ เรื่อง Extended Sine and Cosine Functions for  
Scalene Trianglesมีจุดมุ่งหมายเพื่อขยายฟังกชั์นไซน์และโคไซน์ที่สามารถใช้กับสามเหลีย่มดา้น
ไม่เท่า (Scalene Triangles) ได้โดยไม่จำเป็นต้องจำกัดอยูเ่ฉพาะสามเหลี่ยมมุมฉาก นอกจากนี้
ได้เสนอฟังก์ชันรูปแบบใหม่คือ *sin ( , )  และ *cos ( , )   ซึ่งขึ้นอยู่กับ ตัวแปรมุมสองมุม 
แทนที่จะเป็นมุมเดียวแบบดั้งเดิม  

1.2 แนวคิดหลักของบทความ 

แนวคิดหลักของบทความ คือ การเสนอฟังก์ชันไซน์และโคไซน์รูปแบบ 

ใหม่ที่ถกูขยายใหส้ามารถใช้กับสามเหลี่ยมด้านไม่เท่าใด ๆ โดยมีสูตรดงันี้ * sin( )
sin ( , )

sin( )


 


=  

และ * sin( )
cos ( , )

sin( )

 
 



+
=  โดยที่   คือมุมอ้างอิง และ  คือมุมควบคุมความเอยีงของ

ด้านอ้างอิงหลัก ฟงัก์ชันใหม่นีส้อดคล้องกบั กฎของโคไซน์ (Law of Cosines) ซึ่งเป็นกฎทั่วไปที่
ครอบคลมุทัง้สามเหลี่ยมมุมฉากและสามเหลี่ยมด้านไม่เท่า โดยเมื่อ 90 =   ฟังก์ชันขยายจะลด
รูปกลับไปเป็นฟังก์ชันไซน์และโคไซน์แบบดั้งเดิมทันที 

1.3 วิธีการท่ีใช้ในบทความ 

Teia ใช้กระบวนการทางเรขาคณิตและพีชคณิตโดยการกำหนดรูป 
สามเหลี่ยมด้านไม่เท่า ABC ที่บรรจุอยู่ภายในรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ADC  โดยใช้มุมร่วมกันคือ 
 และกำหนดด้านตรงข้ามมุมฉาก 1AC z= =  ดังภาพที่ 2.1  
 
 
 
 
 

 
 

ภาพท่ี 2.1 แสดงรูปสามเหลี่ยมด้านไมเ่ท่า ABC ที่บรรจุอยู่ภายในรูปสามเหลี่ยมมุกฉาก ADC  
ที่มา : https://doi.org/10.5539/jmr.v14n5p36 
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จากนั้นใช้เอกลักษณ์ทางตรีโกณมิติในการหาสูตรฟังก์ชันขยาย และทำการพิสูจน์ความถูกต้อง
โดยนำฟังก์ชันขยายทั้งสองไปแทนค่าในกฎของโคไซน์ (Low of Cosines) เพื่อพิสูจน์ว่าสมการ
สามารถลดรูปกลับมาเป็นเอกลักษณ์ตรีโกณมิติมาตรฐาน 2 2sin ( ) cos ( ) 1 + = ได้เสมอ ซึ่ง
เป็นการยืนยันว่าสูตรนี้ใช้ได้กับสามเหลี่ยมทุกประเภท 

1.4 ความสำคัญและประโยชน์ของบทความ 

บทความนี้ปลดล็อกข้อจำกัดด้านความตั้งฉาก ช่วยให้สูตรทาง 

คณิตศาสตร์ที่สร้างขึ้นจากฟังก์ชันตรีโกณมิติไม่จำเป็นต้องถูกจำกัดอยู่แค่ในมิติที่ตั้งฉากเท่าน้ัน 
สามารถนำไปประยุกต์ใช้ในหลายสาขา 

2. บทความ เรื่อง Extended Angle Sum and Difference Identity  
Rules for Scalene Triangles 

2.1 จุดมุ่งหมายของบทความ 

บทความ เรื่อง Extended Angle Sum and Difference Identity  
for Scalene Triangles มีจุดมุ่งหมายเพื่อขยายกฎเอกลักษณ์ผลบวกและผลต่างของมุม จาก
กรณีเฉพาะของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ไปสู่กรณีทั่วไปของรูปสามเหลี่ยมด้านไม่เท่า โดยต้องการ
พ ัฒนาส ูตรด ั ้งเดิมท ี ่ค ุ ้นเคย น ั ่นค ือ sin( ) sin( ) cos( ) cos( )sin( )A B A B A B =   และ 
cos( ) cos( ) cos( ) sin( )sin( )A B A B A B =   ให้กลายเป็นสูตรขยาย ที่สามารถนำไปใช้กับ
รูปสามเหลี่ยมด้านไม่เท่าใด ๆ  ได้ โดยเพิ่มตัวแปร   เป็นมุมที่ตรงข้ามกับด้านอ้างอิงเข้าไปใน
สูตร นอกจากนี้สูตรขยายที่พัฒนาขึ้นนี้สามารถย้อนกลับไปสู่สูตรดั้งเดิมได้เมื่อ 90 =   (กรณี
สามเหลี่ยมมุมฉาก) ซึ่งเป็นการยืนยันความถูกต้องและความสอดคล้องกับทฤษฎีเดิม 

2.2 แนวคิดหลักของบทความ 

แนวคิดหลักของบทความ คือ การเสนอกฎเอกลักษณ์ขยาย Teia ได ้
เสนอทฤษฎีใหม่ 2 ทฤษฎีสำหรับรูปสามเหลี่ยมด้านไม่เท่า ดังนี้ 
ทฤษฎีบทที่ 1 : กฎเอกลักษณ์ผลบวกของมุม  

  * * * * *sin ( , ) sin ( , ) cos ( , ) cos ( , )sin ( , )A B A B A B     + = + −  
* * * * *cos ( , ) cos ( , ) cos ( , ) sin ( , )sin ( , )A B A B A B     + = − −  

ทฤษฎีบทที่ 2 : กฎเอกลักษณ์ผลต่างของมุม  

  * * * * *sin ( , ) sin ( , ) cos ( , ) cos ( , )sin ( , )A B A B A B     − = − −  
* * * * *cos ( , ) cos ( , ) cos ( , ) sin ( , )sin ( , )A B A B A B     − = + −  

โดยฟังก์ชันไซน์ *sin ( , )  และโคไซน์ *cos ( , )   ถูกนิยามไว้ในบทความก่อนหนา้ จากนั้น
ผู้เขียนได้พิสจูน์ว่า เมื่อแทนค่าฟงัก์ชันขยายลงในสูตรใหม่ แล้วจัดรปูทางพีชคณิตจะได้ผลลัพธ์ที่



7 
 

สอดคล้องกบัสูตรดั้งเดมิกล่าวคือ * cos( ) cos( )sin( )
cos ( , )

sin( )

A B A B
A B






 + 
 =  และ

* sin( )
sin ( , )

sin( )

A B
A B 




 =   ซึ่งเมื่อ 90 = จะได้ sin( ) 1 = และ cos( ) 0 = ทำให้สูตร

ขยายลดรูปกลบัไปเป็นสูตรดั้งเดิมทันที 
 

2.3 วิธีการท่ีใช้ในบทความ 

Teia ได้วาดรูปสามเหลี่ยมด้านไม่เท่าซ้อนทับกัน โดยใช้โปรแกรม  
GeoGebra เพื่อให้เห็นภาพการฉายภาพ (projections) ของด้านต่าง ๆ ดังรูป  

• สำหรับการบวกมุม ดังภาพที่ 2.2 : นำ ABC  (มุมอ้างอิง B ) วางซ้อนบน ADB  
(มุมอ้างอิง A ) ได ้ AFC  (มุมอ้างอิง A B+ ) 

 
ภาพท่ี 2.2 แสดงรูปการหาสูตรการบวกมมุ 

ที่มา : https://doi.org/10.5539/jmr.v14n5p21 
• สำหรับการลบมุม ดังภาพที่ 2.3 : นำ ABC  (มุมอ้างอิง B ) วางซ้อนบน ADB  

(มุมอ้างอิง A ) เหมือนภาพที่ 2.2 แต่สะท้อนกลับผ่านด้าน AB จะได้ AFC  (มุม
อ้างอิง A B− ) 

 
ภาพท่ี 2.3 แสดงรูปการหาสูตรการลบมุม 

ที่มา : https://doi.org/10.5539/jmr.v14n5p21 
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2.4 ความสำคัญและประโยชนข์องบทความ 

บทความนี้เป็นการเปิดมุมมองใหม่ว่า กฎเอกลักษณ์ผลบวกและผลต่าง 

ของมุม ไม่จำเป็นต้องผูกติดกับสามเหลี่ยมมุมฉากเสมอไป ช่วยให้นักเรียนและนักคณิตศาสตร์
เข้าใจว่า สูตรดั้งเดิมเป็นเพียง กรณีพิเศษ ของสูตรขยายที่มีตัวแปร    เพิ่มเข้ามา 

 

3. ฟังก์ชันตรีโกณมิติ 
3.1 ฟังก์ชันไซน์และโคไซน ์

นิยาม กำหนดให้ ( , )x y  เป็นจุดปลายเส้นโค้งที่ยาว   หน่วย ที่วัด 

จากจุด (1,0) ไปตามแนวเส้นรอบวงของวงกลม 1 หน่วย ฟังก์ชันไซน์ (sine) คือ เซตของคู่อันดับ 
( , )y  ฟังก์ชันโคไซน์ (cosine) คือ เซตของคู่อันดับ ( , )x   จากบทนิยาม จะได้ว่า siny =  

และ cosx =  
3.2 ค่าของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ 

เมื่อพิจารณา จุดปลายส่วนโค้งที่ยาว   หน่วย ( 0)  คือ ( , )x y   
และจุดปลายส่วนโค้งที่ยาว −  หน่วย คือ ( , )x y−   

สรุปได้ว่า  cos x =  และ cos( ) x− =  

     sin y =  และ sin( ) y− = −  

 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี 2.4 วงกลมหนึง่หน่วย 
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3.3 ค่าของฟังก์ชันตรีโกณมิติของจำนวนจรงิบางจำนวน 

ตารางท่ี 2.1 แสดงค่าของฟังก์ชันตรีโกณมิติของจำนวนจริงบาง

จำนวน 

  

 

 

 

 

 

 

3.4 ฟังก์ชันตรีโกณมิติของรูปสามเหลี่ยมมมุฉาก กำหนดรปูสามเหลี่ยมมมุ

ฉาก ABC  ดังรูปที่ 2.5 

 
 

             ด้าน AC เรียกว่า ด้านประชิดมุม   ยาว b หน่วย 

             ด้าน BC เรียกว่า ด้านประชิดมุม   ยาว aหน่วย 
             ด้าน AB เรียกว่า ด้านประชิดมุม   ยาว cหน่วย 

     
     
  ภาพท่ี 2.5 รูปสามเหลี่ยมมุมฉาก 

ความสัมพันธ์ของค่าฟังก์ชันตรีโกณมิตกิับความยาวด้านของรูปสามเหลี่ยมมมุฉากสรุปได้ ดังนี ้
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3.5 สมการเอกลกัษณ์แบบพีทาโกรสั 

2 2sin cos +  1=  
21 tan +  2sec =  
21 cot +  2secco =  

 

3.6 ฟังก์ชันตรีโกณมิติของผลบวกและผลต่างของจำนวนจริงหรือมุม 

การหาค่าฟังก์ชันตรีโกณมิติของจำนวนจริงบางจำนวนหรือของมุมบางมุม เราสามารถนำฟังก์ชัน
ตรีโกณมิติของผลบวกและผลต่างของจำนวนจริงหรือมุม มาใช้ได้ตามความสัมพันธ์ ดังนี้ 
กำหนดให้ A และ B เป็นจำนวนจริงหรือมุมสองมุมใด ๆ   

sin( )A B  =  sin sin cos cosA B A B  

cos( )A B  =  cos cos sin sinA B A B  

tan( )A B  =  tan tan

1 tan tan

A B

A B




 

cot( )A B  =  cot cot 1

cot cot

A B

B A


 

 
3.7 ฟังก์ชันตรีโกณมิติของสองเท่า  

กำหนดให้ A  เป็นจำนวนจรงิหรือมุมใด ๆ  
sin 2A  =  2sin cosA A  
 =  

2

2 tan

1 tan

A

A+
 

cos 2A  =  2 2cos sinA A−  
 =  22cos 1A−  
 =  21 2sin A−  
 =  2

2

1 tan

1 tan

A

A

−

+
 

3.8 ฟังก์ชันตรีโกณมิติของครึง่เท่า 

กำหนดให้ A  เป็นจำนวนจรงิหรือมุมใด ๆ  

1 cos
sin
2 2

A A−
=   

1 cos
cos

2 2

A A+
=   
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บทท่ี 3 

วิธีดำเนินงาน 

 
  วิธีการดำเนินงานของโครงงานส่วนขยายของฟงัก์ชันตรีโกณมิติจากรูป

สามเหลี่ยมด้านไม่เท่า โดยไม่ใช้กฎของไซน์ คณะผู้จัดทำไดก้ำหนดวิธีงานดังนี ้

1. ปฏิทินการปฏิบัติงาน 

2. ข้ันตอนการดำเนินงาน 

1. ปฏิทินการปฏิบัติงาน 

ลำดับท่ี รายการปฏิบัต ิ ระยะเวลาดำเนินการ ผู้รับผิดชอบ 

1 เลือกหัวข้อโครงงานและเสนอคุณครูที่
ปรึกษา 

14 – 19 มิถุนายน 2569 คณะผู้จัดทำ 

2 ศึกษาเอกสารและบทความทีเ่กี่ยวข้องเพื่อ
ทำความเข้าใจหลักการการหาส่วนขยาย
ของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์จากรปู
สามเหลี่ยมด้านไม่เท่าโดยไม่ใช้กฎของไซน ์

20 – 30 มิถุนายน 2569 คณะผู้จัดทำ 

3 วิเคราะห์และทดสองหาสูตรส่วนขยายของ
ฟังก์ชันไซน์ และโคไซน์มมุสองเท่า มุมครึง่
เท่าและตรวจสอบความถูกต้อง 

1 – 2 กรกฎาคม 2569 คณะผู้จัดทำ 

4 วิเคราะห์และทดสองหาสูตรส่วนขยาย
ผลบวก ผลต่างฟังก์ชันแทนเจนต์ และ
โคแทนเจนต์และตรวจสอบความถูกต้อง 

3 – 5 กรกฎาคม 2569 คณะผู้จัดทำ 

5 จัดทำรายงานโครงงานฉบบัรปูเล่ม พรอ้ม
เรียบเรียงเนือ้หาใหส้มบูรณ์ 

6 – 10 กรกฎาคม 2569 คณะผู้จัดทำ 

6 จัดทำสไลด์และสื่อการนำเสนอผลงาน 11 – 15 กรกฎาคม 2569 คณะผู้จัดทำ 

7 ตรวจทานความถูกต้องและความเรียบร้อย
ของรายงานและสื่อ 

16  กรกฎาคม 2569 คณะผู้จัดทำ 

8 เตรียมนำเสนอโครงงานต่อคุณครูทีป่รกึษา 17 – 18 กรกฎาคม 2569 คณะผู้จัดทำ 
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2. ขั้นตอนการดำเนินงาน 

2.1 เลือกหัวข้อโครงงาน 

คณะผู้จัดทำร่วมกันพจิารณาและเลือกหัวข้อโครงงานกับครทูี่ปรกึษา ส่วนขยายของ 

ฟังก์ชันตรีโกณมิติจากรูปสามเหลี่ยมด้านไมเ่ท่า โดยไม่ใช้กฎของไซน์ โดยคำนึงถึงความน่าสนใจ 
ความสำคัญทางคณิตศาสตร์ และความเป็นไปได้ในการดำเนินการ 

 
2.2 ศึกษาบทความและทฤษฎีท่ีเกี่ยวข้อง 

ศึกษาแนวคิดจากบทความ และเอกสารทางคณิตศาสตร์อื่น ๆ เพื่อทำความเข้าใจ 

หลักการ การหาส่วนขยายของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์จากรปูสามเหลี่ยมด้านไมเ่ท่าโดยไม่ใช้กฎ
ของไซน์ รวมถึงศึกษาฟังก์ชันตรีโกณมิติในรูปแบบอื่น ๆ  
 

2.3 ดำเนินการหาสูตรฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์ และโคไซน์มมุสองเท่าสำหรับ 

สามเหลี่ยมดา้นไม่เท่า 

ทำการหาสูตรฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์ และโคไซน์มมุสองเท่าตามแนวทางที่ได้ 

ศึกษามา และไดท้ำการลดรปูเอกลักษณ์ตรีโกณมิติมมุสองเท่าแบบขยายที่ได้ไปเป็นเอกลักษณ์
ตรีโกณมิติมมุสองเท่าแบบดัง้เดมิโดยแทนค่ามุมอ้างอิงเป็น 90  โดยดำเนินการดงันี ้
จากข้อมลูพื้นฐานที่ได้ศึกษามา 

* sin( )
sin ( , )

sin( )


 


=  และ * sin( ) cos( )

cos ( , ) cos( ) sin( )
sin( ) sin( )

  
   

 

+
= = +  

และจากสูตรผลบวกของฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์และโคไซน์ 
* * * * *sin ( , ) sin ( , ) cos ( , ) cos ( , )sin ( , )A B A B A B     + = + −                          (1) 
* * * * *cos ( , ) cos ( , ) cos ( , ) sin ( , )sin ( , )A B A B A B     + = − −                          (2) 

ให้ A B = =  ในสมการที่ (1) จะได้ 
* * * * *sin (2 , ) sin ( , ) cos ( , ) cos ( , )sin ( , )          = + −                        (3) 

ดึงตัวร่วม *sin ( , )   ออกจะได้ดังนี้
* * * *sin (2 , ) sin ( , ) cos ( , ) cos ( , )         = + −                                

                * cos( ) cos( )
sin ( , ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( )

sin( ) sin( )

  
     

  

 −
= + + + 

− 
 

         

                * cos( ) cos( )
sin ( , ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( )

sin( ) sin( )

 
     

 

 
= + + − 

 
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* *sin (2 , ) 2sin ( , ) cos( )    =  
 

เนื่องจาก * cos( )
cos( ) cos ( , ) sin( )

sin( )


   


= −  จะได้ว่า 

                               * * * cos( )
sin (2 , ) 2sin ( , ) cos ( , ) sin( )

sin( )


      



 
= − 

 
 

                                                    * * * cos( )
2sin ( , )cos ( , ) 2sin ( , ) sin( )

sin( )


      


= −  

          
2* * *2sin ( , )cos ( , ) 2cos( )sin ( , )      = −                    

 

ให้ A B = =  ในสมการที่ (2) จะได้ 
* * * * *cos (2 , ) cos ( , ) cos ( , ) sin ( , )sin ( , )          = − −                                 (4) 

พิจารณา sin∗(𝛼, 𝜋 − 𝛾)  จากนิยามของ * sin( )
sin ( , )

sin( )


 


=  จะได้ว่า  

*

*

sin( )
sin ( , )

sin( )

sin( )

sin( )

sin ( , )


  

 





 

− =
−

=

=

 

แทนค่ากลับในสมการที่ (4) จะได้ว่า 

                                          
2 2* * *cos (2 , ) cos ( , ) sin ( , )     = −                                             

 
ต่อไปทำการลดรปูเอกลกัษณ์ตรีโกณมิตมิุมสองเท่าแบบขยายที่ได้ไปเป็นเอกลักษณ์

ตรีโกณมิติมมุสองเท่าแบบดัง้เดมิโดยแทนค่ามุมอ้างอิง 90 =   จะได้ดังนี้ 
• 

2* * * *sin (2 ,90 ) 2sin ( ,90 )cos ( ,90 ) 2cos(90 )sin ( ,90 )   = −  เนื่องจาก 
cos90 0=  ทำให้เราได้ * * *sin (2 ) 2sin ( )cos ( )  =   

• 
2 2* * *cos (2 ,90 ) cos ( ,90 ) sin ( ,90 )  = −  นั่นคือ 

2 2* * *cos (2 ) cos ( ) sin ( )  = −  
 

2.4 ดำเนินการหาสูตรฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์ และโคไซน์มมุครึ่งเท่าสำหรับ 

สามเหลี่ยมดา้นไม่เท่า 

 ทำการหาสูตรฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์ และโคไซน์มมุครึง่เท่าตามแนวทางที ่
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ไดศึ้กษามา และไดท้ำการลดรูปเอกลักษณ์ตรีโกณมิติมุมครึ่งเท่าแบบขยายที่ได้ไปเป็นเอกลักษณ์
ตรีโกณมิติมมุครึ่งเท่าแบบดั้งเดิมโดยแทนค่ามุมอ้างอิงเป็น 90  โดยดำเนินการดงันี ้
จากข้อมลูพื้นฐานที่ได้ศึกษามา 

* sin( )
sin ( , )

sin( )


 


=  และ * sin( ) cos( )

cos ( , ) cos( ) sin( )
sin( ) sin( )

  
   

 

+
= = +  

 

แทนค่า  
2


 =  ใน *sin ( , )   จะได้ว่า *

sin
2

sin ,
2 sin( )








 
 

   
= 

 
            

และจากเอกลักษณ์ตรโีกณมิติ 2 1 cos2
sin

2




−
=   นั่นคือ 1 cos2

sin
2




−
=   

เราจะได้ว่า 

*

1 cos

2
sin ,

2 sin( )








−


 
= 

 
 

จาก * *cos( ) cos ( , ) sin ( , ) cos     = −  และ sin , sin 0
2




 
 

 
เราจะได้ว่า 

* *
*

2

1 cos ( , ) sin ( , )cos
sin ,

2 2sin

     




− + 
= 

 
     

จาก 2 2* * *cos (2 , ) cos ( , ) sin ( , )A A A  = −  แทน 
2

A


=  และจัดรปูใหมจ่ะได ้

2 2* * *cos , cos ( , ) sin ,
2 2

 
   

   
= +   

   
 

แทนค่า 2*sin ,
2




 
 
 

 จะได ้

           2
* *

* *

2

1 cos ( , ) sin ( , )cos
cos , cos ( , )

2 2sin

     
  



− + 
= + 

 
 

จัดรูปให้ส่วนเท่ากันและใช้เอกลักษณ์ตรโีกณ 2cos(2 ) 1 2sin = −  ทำให้ได้ว่า 

2
* *

*

2

1 cos sin ( , ) cos2 cos ( , )
cos ,

2 2sin

      




+ − 
= 

 
 

sin( ), sin 0  +  เราจะได้ว่า  

* *
*

2

1 cos sin ( , ) cos2 cos ( , )
cos ,

2 2sin

      




+ − 
= 

 
  
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ต่อไปทำการลดรปูเอกลกัษณ์ตรีโกณมิตมิุมสองเท่าแบบขยายที่ได้ไปเป็นเอกลักษณ์
ตรีโกณมิติมมุครึ่งเท่าแบบดั้งเดิมโดยแทนค่ามุมอ้างอิง 90 =   จะได้ดังนี้ 

• 
* *

*

2

1 cos ( ,90 ) sin ( ,90 )cos90
sin ,90

2 2sin 90

  − + 
= 

 





 เนื่องจาก  

cos90 0=  และ sin 90 1=  ทำใหเ้ราได้ 
*

* 1 cos ( )
sin

2 2

 − 
= 

 
 

• 
* *

*

2

1 cos90 sin ( ,90 ) cos2(90 )cos ( ,90 )
cos ,90

2 2sin 90

  + − 
= 

 





 

เนื่องจาก cos90 0, cos180 1= = −  และ sin 90 1=  ทำให้เราได ้

*
* 1 cos ( )

cos ,90
2 2

 + 
= 

 

  

 

2.5 ดำเนินการหาสูตรผลบวก ผลตา่งของฟังก์ชันส่วนขยายของแทนเจนต์สำหรับ 

สามเหลี่ยมดา้นไม่เท่า 

ทำการหาสูตรผลบวก ผลต่างของฟังก์ชันส่วนขยายของแทนเจนต์สำหรับ 

สามเหลี่ยมด้านไม่เท่าตามแนวทางที่ได้ศึกษามา และได้ทำการลดรูปสูตรผลบวก ผลต่างของ
ฟังก์ชันแทนเจนต์แบบขยายที่ได้ไปเป็นสูตรผลบวก ผลต่างของฟังก์ชันแทนเจนต์แบบดั้งเดิมโดย
แทนค่ามุมอ้างองิเป็น 90  โดยดำเนินการดงันี ้
จากข้อมลูพื้นฐานที่ได้ศึกษามา 

* sin( )
sin ( , )

sin( )


 


=  และ * sin( ) cos( )

cos ( , ) cos( ) sin( )
sin( ) sin( )

  
   

 

+
= = +  

และจากสูตรผลบวกของฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์และโคไซน์ 
* * * * *sin ( , ) sin ( , ) cos ( , ) cos ( , )sin ( , )A B A B A B     + = + −                           
* * * * *cos ( , ) cos ( , ) cos ( , ) sin ( , )sin ( , )A B A B A B     + = − −                           

แทนค่าใน 
*

*

*

sin ( , )
tan ( , )

cos ( , )

A B
A B

A B






+
+ =

+
 จะได้ว่า 

* * * *
*

* * * *

sin ( , )cos ( , ) cos ( , )sin ( , )
tan ( , )

cos ( , )cos ( , ) sin ( , )sin ( , )

A B A B
A B

A B A B

    


    

+ −
+ =

− −
              (5)               

นำ * *cos ( , ) cos ( , )A B   ไปหารทัง้เศษและส่วนของสมการที่ (5) 
พิจารณาตัวเศษ    

* * * * *
* *

* * * * *

sin ( , )cos ( , ) cos ( , )sin ( , ) cos ( , )
tan ( , ) tan ( , )

cos ( , )cos ( , ) cos ( , )cos ( , ) cos ( , )

A B A B A
A B

A B A B A

      
 

    

− −
+ = +  

พิจารณาตัวส่วน 
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* * * * *
*

* * * * *

cos ( , )cos ( , ) sin ( , )sin ( , ) sin ( , )
1 tan ( , )

cos ( , )cos ( , ) cos ( , )cos ( , ) cos ( , )

A B A B A
B

A B A B A

      


    

− −
− = −  

ดังนั้นเราจะได้ว่า 

             

*
* *

*
*

*
*

*

cos ( , )
tan ( , ) tan ( , )

cos ( , )
tan ( , )

sin ( , )
1 tan ( , )

cos ( , )

A
A B

A
A B

A
B

A

 
 




 




−
+

+ =
−

−

      (6)                                            

เนื่องจาก * *sin( ) sin( )
sin ( , ) sin ( , )

sin( ) sin( )

A A
A A  

  
− = = =

−
 แทนค่าในสมการที่ (6) จะได ้

*
* *

*
*

*
*

*

cos ( , )
tan ( , ) tan ( , )

cos ( , )
tan ( , )

sin ( , )
1 tan ( , )
cos ( , )

A
A B

A
A B

A
B

A

 
 









−
+

+ =

−

 

นั่นคือ 

*
* *

*
*

* *

cos ( , )
tan ( , ) tan ( , )

cos ( , )
tan ( , )

1 tan ( , ) tan ( , )

A
A B

A
A B

A B

 
 




 

−
+

+ =
−

                                         

แทนค่าใน 
*

*

*

sin ( , )
tan ( , )

cos ( , )

A B
A B

A B






−
− =

−
 จะได้ว่า 

* * * *
*

* * * *

sin ( , )cos ( , ) cos ( 2 , )sin ( , )
tan ( , )

cos ( , )cos ( , ) sin ( 2 , )sin ( , )

A B A B
A B

A B A B

      


      

− − + −
− =

+ − + −
      (7)     

นำ * *cos ( , ) cos ( , )A B   ไปหารทัง้เศษและส่วนของสมการที่ (7) 
พิจารณาตัวเศษ    

* * * * *
* *

* * * * *

sin ( , )cos ( , ) cos ( 2 , )sin ( , ) cos ( 2 , )
tan ( , ) tan ( , )

cos ( , )cos ( , ) cos ( , )cos ( , ) cos ( , )

A B A B A
A B

A B A B A

          
 

    

− + − − + −
− = −  

 

พิจารณาตัวส่วน 
* * * * *

*

* * * * *

cos ( , )cos ( , ) sin ( 2 , )sin ( , ) sin ( 2 , )
1 tan ( , )

cos ( , )cos ( , ) cos ( , )cos ( , ) cos ( , )

A B A B A
B

A B A B A

          


    

− + − − + −
+ = +  

ดังนั้นเราจะได้ว่า 
*

* *

*
*

*
*

*

cos ( 2 , )
tan ( , ) tan ( , )

cos ( , )
tan ( , )

sin ( 2 , )
1 tan ( , )

cos ( , )

A
A B

A
A B

A
B

A

   
 




   




− + −
−

− =
− + −

+

                 (8) 

เนื่องจาก * *sin( 2 ) sin( )
cos ( 2 , ) cos ( , )

sin( ) sin( )

A A
A A

    
    

  

− + + − +
− + − = = =

−
 

แทนค่าในสมการที่ (8) จะได ้ 
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*
* *

*
*

*
*

*

cos ( , )
tan ( , ) tan ( , )

cos ( , )
tan ( , )

sin ( 2 , )
1 tan ( , )

cos ( , )

A
A B

A
A B

A
B

A


 




   




−

− =
− + −

+

 

นั่นคือ 
* *

*

*
*

*

tan ( , ) tan ( , )
tan ( , )

sin ( 2 , )
1 tan ( , )

cos ( , )

A B
A B

A
B

A

 


   




−
− =

− + −
+

                                        

ต่อไปทำการลดรปูสูตรผลบวก ผลต่างของฟงัก์ชันส่วนขยายของแทนเจนต์ที่ได้ไปเป็น
สูตรผลบวก ผลต่างของฟงัก์ชันแทนเจนต์แบบดั้งเดิมโดยแทนค่ามุมอ้างองิเป็น 90  จะได้ดังนี้ 

• 
* *

*

*
*

*

tan ( ,90 ) tan ( ,90 )
tan ( ,90 )

sin ( ,90 )
1 tan ( ,90 )
cos ( ,90 )

A B
A B

A
B

A

+
+ =

−









 

                      
* *

* *

tan ( ,90 ) tan ( ,90 )

1 tan ( ,90 ) tan ( ,90 )

A B

A B

+
=

−




 

 นั่นคือ 
* *

*

* *

tan ( ) tan ( )
tan ( )

1 tan ( ) tan ( )

A B
A B

A B

+
+ =

−
 

• 
* *

*

*
*

*

tan ( ,90 ) tan ( ,90 )
tan ( ,90 )

sin ( ,90 )
1 tan ( ,90 )
cos ( ,90 )

A B
A B

A
B

A

−
− =

+









 

                       
* *

* *

tan ( ,90 ) tan ( ,90 )

1 tan ( ,90 ) tan ( ,90 )

A B

A B

−
=

+




 

นั่นคือ 
* *

*

* *

tan ( ) tan ( )
tan ( )

1 tan ( ) tan ( )

A B
A B

A B

−
− =

+
 

 

2.6 ดำเนินการหาสูตรผลบวก ผลตา่งของฟังก์ชันส่วนขยายของโคแทนเจนต์สำหรับ 

สามเหลี่ยมดา้นไม่เท่า 

ทำการหาสูตรผลบวก ผลต่างของฟังก์ชันส่วนขยายของโคแทนเจนต์สำหรับ 

สามเหลี่ยมด้านไม่เท่าตามแนวทางที่ได้ศึกษามา และได้ทำการลดรูปสูตรผลบวก ผลต่างของ
ฟังก์ชันโคแทนเจนต์แบบขยายที่ได้ไปเป็นสูตรผลบวก ผลต่างของฟังก์ชันโคแทนเจนต์แบบดัง้เดิม
โดยแทนค่ามุมอ้างอิงเป็น 90  โดยดำเนินการดงันี ้
จากข้อมลูพื้นฐานที่ได้ศึกษามา 

* sin( )
sin ( , )

sin( )


 


=  และ * sin( ) cos( )

cos ( , ) cos( ) sin( )
sin( ) sin( )

  
   

 

+
= = +  

และจากสูตรผลบวกของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์แบบขยาย 
* * * * *sin ( , ) sin ( , ) cos ( , ) cos ( , )sin ( , )A B A B A B     + = + −                           
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* * * * *cos ( , ) cos ( , ) cos ( , ) sin ( , )sin ( , )A B A B A B     + = − −                           

แทนค่าใน *

*

1
cot ( , )

tan ( , )
A B

A B



+ =

+
 จะได้ว่า  

* *
*

*
* *

*

1 tan ( , ) tan ( , )
cot ( , )

cos ( , )
tan ( , ) tan ( , )

cos ( , )

A B
A B

A
A B

A

 


 
 



−
+ =

−
+

 

คูณทั้งเศษและส่วนด้วย * *cot ( , ) cot ( , )A B   ดังนั้น 

         
* *

*

*
* *

*

cot ( , ) cot ( , ) 1
cot ( , )

cos ( , )
cot ( , ) cot ( , )

cos ( , )

A B
A B

A
B A

A

 


 
 



−
+ =

−
+

                       

แทนค่าใน *

*

1
cot ( , )

tan ( , )
A B

A B



− =

−
 จะได้ว่า 

*
*

*
*

* *

sin ( 2 , )
1 tan ( , )

cos ( , )
cot ( , )

tan ( , ) tan ( , )

A
B

A
A B

A B

   





 

− + −
+

− =
−

 

คูณทั้งเศษและส่วนด้วย * *cot ( , ) cot ( , )A B   ดังนั้น 
*

* * *

*
*

* *

sin ( 2 , )
cot ( , ) cot ( , ) cot ( , )

cos ( , )
cot ( , )

cot ( , ) cot ( , )

A
A B A

A
A B

B A

   
  




 

− + −
+

− =
−

 

 

ต่อไปทำการลดรปูสูตรผลบวก ผลต่างของฟงัก์ชันส่วนขยายของโคแทนเจนต์ที่ได้ไปเป็น
สูตรผลบวก ผลต่างของฟงัก์ชันแทนเจนต์แบบดั้งเดิมโดยแทนค่ามุมอ้างองิเป็น 90  จะได้ดังนี้ 

• 
* *

*

*
* *

*

cot ( ,90 )cot ( ,90 ) 1
cot ( , )

cos ( ,90 )
cot ( ,90 ) cot ( ,90 )

cos ( ,90 )

A B
A B

A
B A

A


−

+ =

+








 

นั่นคือ 
* *

*

* *

cot ( )cot ( ) 1
cot ( , )

ot ( ) cot ( )

A B
A B

c B A


−
+ =

+
 

• 

*
* * *

*
*

* *

sin ( ,90 )
cot ( ,90 )cot ( ,90 ) cot ( ,90 )

cos ( ,90 )
cot ( ,90 )

cot ( ,90 ) cot ( ,90 )

A
A B A

A
A B

B A

+

− =
−








 

นั่นคือ 
* *

*

* *

cot ( )cot ( ) 1
cot ( , )

ot ( ) cot ( )

A B
A B

c B A


+
− =

−
 

จากข้อ 2.1 – 2.5 แสดงตารางการเปรียบเทียบสูตรแบบขยาย กับสูตรดัง้เดิมของฟังก์ชันได้

ดังต่อไปนี ้
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ตารางท่ี 2.2 แสดงการเปรียบเทียบสูตรแบบขยายกบัสูตรดัง้เดิมของเอกลักษณ์ตรโีกณมิต ิ

ฟังก์ชัน สูตรขยาย สูตรด้ังเดิม ( 90 ) =   

*sin (2 , )   
2* * *2sin ( , ) cos ( , ) 2cos( )sin ( , )      −  2sin cosA A  

*cos (2 , )   2 2* *cos ( , ) sin ( , )   −  
2 2cos sinA A−  

*sin ,
2




 
 
 

 
* *

2

1 cos ( , ) sin ( , )cos

2sin

    



− +  1 cos

2

−
 

*cos ,
2




 
 
 

 
* *

2

1 cos sin ( , ) cos2 cos ( , )

2sin

     



+ −  1 cos

2

+
 

*tan ( , )A B +  
*

* *

*

* *

cos ( , )
tan ( , ) tan ( , )

cos ( , )

1 tan ( , ) tan ( , )

A
A B

A

A B

 
 



 

−
+

−
 

tan tan

1 tan tan

A B

A B

+

−
 

*tan ( , )A B −  * *

*
*

*

tan ( , ) tan ( , )

sin ( 2 , )
1 tan ( , )

cos ( , )

A B

A
B

A

 

   




−

− + −
+

 
tan tan

1 tan tan

A B

A B

−

+
 

*cot ( , )A B +  * *

*
* *

*

cot ( , ) cot ( , ) 1

cos ( , )
cot ( , ) cot ( , )

cos ( , )

A B

A
B A

A

 

 
 



−

−
+

 
cot cot 1

cot cot

A B

B A

−

+
 

*cot ( , )A B −  *
* * *

*

* *

sin ( 2 , )
cot ( , ) cot ( , ) cot ( , )

cos ( , )

cot ( , ) cot ( , )

A
A B A

A

B A

   
  



 

− + −
+

−
 

cot cot 1

cot cot

A B

B A

+

−
 

 

2.7 ตัวอย่างสำหรับการประยุกต์ใช ้

ตัวอย่างท่ี 1 กำหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหลี่ยมด้านไมเ่ท่าสมมตว่ิามุม 60 = และ

เราทราบค่าอัตราส่วนพื้นฐานของมุม  ดังนี้ * 3
sin ( , )

5
  = , * 4

cos ( , )
5

  =  จงหา

ค่าของ *sin (2 , )    

วิธีทำ วิธีท่ี 1 การแก้ด้วยวิธีดั้งเดิม 

   จากนิยาม * sin( )
sin ( , )

sin( )


 


=  จะได้  3

sin( ) sin(60 )
5

 =   ดังนั้น    

    3 3
sin( )

10
 =  

จากนิยาม * sin( )
cos ( , )

sin( )

 
 



+
=  จะได้  4

sin( 60 ) sin(60 )
5

 + =     



20 
 

     ดังนั้น 2 3
sin( 60 )

5
 + =  จากนั้นกระจายสูตรผลบวกมมุเพือ่หา cos( )   

                    
2 3

sin( )cos(60 ) cos( )sin(60 )
5

 + =

 

3 3 1 3 2 3
cos( )

10 2 2 5


    
+ =           

 

1
cos( )

2
 =   

แทนค่า 1
cos( )

2
 = ในสูตร * 2sin( )cos( )

sin (2 , )
sin( )

 
 


=  จะได้ว่า 

*

3 3 1
2
10 2 3

sin (2 , )
53

2

 

  
  

  = =
 
 
 

                        

วิธีท่ี 2 การแก้ด้วยสูตรฟังก์ชันส่วนขยายของไซนม์ุมสองเท่า 

จาก  2* * * *sin (2 , ) 2sin ( , ) cos ( , ) 2cos( )sin ( , )        = −  

แทนค่า  * 3
sin ( , )

5
  =  , * 4

cos ( , )
5

  =  และ 1
cos( ) cos(60 )

2
 = =  จะได้ 

2

* 3 4 1 3 3
sin (2 , ) 2 2

5 5 2 5 5
 

     
= − =     

     
 

 

ตัวอย่างท่ี 2 กำหนดให้ ABC เป็นรูปสามเหลี่ยมด้านไมเ่ท่าสมมตว่ิามุม 60 =   

โดยกำหนดให้ * 1
tan ( , )

2
A  = และ *tan ( , ) 3 1B  = −  จงหาค่าของ

*tan ( , )A B +   
วิธีทำ วิธีท่ี 1 การแก้ด้วยวิธีดั้งเดิม 

    จากนิยามฟังก์ชันส่วนขยายของแทนเจนต์ * sin( )
tan ( , )

sin( )


 

 
=

+
  

• หาค่าของมุม A  จากที่กำหนดให้ * 1
tan ( ,60 )

2
A = จะได้ว่า    

                          * sin( )
tan ( ,60 )

sin( 60 )

A
A

A
=

+




   

                                          
1 sin( )

2 sin( 60 )

A

A
=

+ 
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                        sin( 60 ) 2sin( )A A+ =  

                               2sin( ) sin( )cos(60 ) cos( )sin(60 )A A A= +  

                               
1 3

2sin( ) sin( ) cos( )
2 2

A A A= +  

                               3sin( ) 3 cos( )A A=  

                                  
3

tan( )
3

A =  

ดังนั้น 30A =  ในทำนองเดียวกัน พิจารณา *tan ( , ) 3 1B  = −  เพื่อ
หาค่ามุม B  เมื่อแก้สมการตรีโกณจะได้ 45B = ทำให้เราทราบว่า 

30 45 75 = + =   จากนิยามของ * sin(75 )
tan (75 ,60 )

sin(135 )
=





  

จากนั้นหาค่า sin(75 )  ดังนี้ 

sin(75 ) sin(30 45 )= +  

        sin(30 )cos(45 ) cos(30 )sin(45 )= +    

                     
2 3 2 1

2 2 2 2

     
= +              

 

                      
6 2

4

+
=  

      และเราทราบว่า  2
sin(135 )

2
=  จะได้ว่า         

                             *

6 2
6 24tan (75 ,60 )

2 2 2

2

+
+

= =     

     ดังนั้น  * 3 1
tan ( , )

2
A B 

+
+ =  
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วิธีท่ี 2 การแก้ด้วยสูตรผลบวกของฟังก์ชันส่วนขยายของแทนเจนต์ 

จากสูตร 

*
* *

*
*

* *

cos ( , )
tan ( , ) tan ( , )

cos ( , )
tan ( , )

1 tan ( , ) tan ( , )

A
A B

A
A B

A B

 
 




 

−
+

+ =
−

 แทนค่าลง

ในสูตรจะได้ว่า  
*

* *

*
*

* *

cos (30 , 60 )
tan (30 ,60 ) tan (45 ,60 )

cos (30 ,60 )
tan (30 45 ,60 )

1 tan (30 ,60 ) tan (45 ,60 )

 −
+

+ =
−








         

เราทราบว่า 
*

*

cos (30 , 60 ) 1
sin( 30 )

cos (30 ,60 ) 2




−
= − =





 ดังนั้น   

                                 
( )

( )
*

1 1
3 1

32 2
tan (75 ,60 )

1 3 3
1 3 1

2

 
+ − 
 = =
  −

− − 
 

  

นั่นคือ * 3 1
tan ( , )

2
A B 

+
+ =  

  

 

 



23 
 

บทท่ี 4 

ผลการดำเนินงาน 

 
 จากการดำเนินโครงงานคณิตศาสตร์ เรื่อง “ส่วนขยายของฟังก์ชันตรีโกณมิติ 

จากรูปสามเหลีย่มด้านไม่เท่า โดยไม่ใช้กฎของไซน์” คณะผู้จัดทำได้ดำเนินการตามแผนที่วางไว้ใน
บทที่ 3 โดยเริ่มจากการศึกษาแนวคิดของ Luis Teia เกี่ยวกับส่วนขยายฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ที่
สามารถใช้กับสามเหลี่ยมด้านไม่เท่าได้โดยไม่จำเป็นต้องจำกัดอยู่เฉพาะสามเหลี่ยมมุมฉาก และ
ขยายกฎเอกลักษณ์ผลบวกและผลต่างของมุม จากกรณีเฉพาะของรูปสามเหลี่ยมมุมฉาก ไปสู่
กรณีทั่วไปของรูปสามเหลี่ยมด้านไม่เท่า แล้วจึงนำแนวคิดดังกล่าวมาขยายผลในส่วนขยายของ
ฟังก์ชันตรีโกณมิติจากรูปสามเหลี่ยมด้านไม่เท่า โดยไม่ใช้กฎของไซน์  เพื่อหาสูตรฟังก์ชันส่วน
ขยายของไซน์ และโคไซน์มุมสองเท่า มุมครึ่งเท่า สูตรผลบวก ผลต่างของฟังก์ชันส่วนขยายของ
แทนเจนต์ และโคแทนเจนต์ จึงได้นำผลการดำเนินงานเหล่านั้นมาสรุปเป็นสูตรแบบขยาย ตาม
เป้าหมายหลักของโครงงานนี้ ดังนี ้

1. สูตรฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์ และโคไซน์มุมสองเท่า คือ    
2* * * *sin (2 , ) 2sin ( , ) cos ( , ) cos( )2sin ( , )        = −  

2 2* * *cos (2 , ) cos ( , ) sin ( , )     = −  

2. สูตรฟงัก์ชันส่วนขยายของไซน์ และโคไซน์มุมครึ่งเท่า คือ 

* *
*

2

1 cos ( , ) sin ( , )cos
sin ,

2 2sin

     




− + 
= 

 
 

* *
*

2

1 cos sin ( , ) cos2 cos ( , )
cos ,

2 2sin

      




+ − 
= 

 
 

3. สูตรผลบวก ผลต่างของฟงัก์ชันส่วนขยายของแทนเจนต์ และโคแทนเจนต์ คือ 
*

* *

*
*

* *

cos ( , )
tan ( , ) tan ( , )

cos ( , )
tan ( , )

1 tan ( , ) tan ( , )

A
A B

A
A B

A B

 
 




 

−
+

+ =
−

 

* *
*

*
*

*

tan ( , ) tan ( , )
tan ( , )

sin ( 2 , )
1 tan ( , )

cos ( , )

A B
A B

A
B

A

 


   




−
− =

− + −
+

 

* *
*

*
* *

*

cot ( , ) cot ( , ) 1
cot ( , )

cos ( , )
cot ( , ) cot ( , )

cos ( , )

A B
A B

A
B A

A

 


 
 



−
+ =

−
+
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*
* * *

*
*

* *

sin ( 2 , )
cot ( , ) cot ( , ) cot ( , )

cos ( , )
cot ( , )

cot ( , ) cot ( , )

A
A B A

A
A B

B A

   
  




 

− + −
+

− =
−

 

. 

 เพื่อตรวจสอบความถูกต้องของสูตร คณะผู้จัดทำได้ทำการลดรูปสูตรแบบขยายไปเป็น
สูตรดั้งเดิมโดยการแทนค่ามมุปรับเปลี่ยนเป็น 90 ( 90 ) =   พบว่าสูตรแบบขยายสามารถลด
รูปเป็นสูตรดั้งเดิมได้ นอกจากนี้ คณะผู้จัดทำยังแสดงโจทยต์ัวอย่างสำหรับการนำไปใช้ โดยการ
นำสูตรแบบขยายที่คณะผูจ้ัดทำได้คิดข้ึนไปช่วยในการแก้ปญัหาอีกด้วย  

ดังนั้น ผลการดำเนินงานของโครงงานคณิตศาสตร์นี้สามารถตอบวัตถุประสงค์ที่ตัง้ไว้ได้
อย่างครบถ้วน  
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บทท่ี 5 

สรุปและอภิปรายผล 
 

สรุปผลการดำเนินงาน 

 โครงงานคณิตศาสตร์ เรื่อง ส่วนขยายของฟังก์ชันตรีโกณมิติจากรูปสามเหลี่ยม 

ด้านไม่เท่า โดยไม่ใช้กฎของไซน์ มีวัตถุประสงค์หลักคือ เพื่อหาสูตรของฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์ 
และโคไซน์มุมสองเท่า มุมครึ่งเท่า และสูตรผลบวก ผลต่างของฟังก์ชันส่วนขยายของแทนเจนต์ 
และโคแทนเจนต์ จากรูปสามเหลี่ยมด้านไม่เท่าโดยไม่ใช้กฎของไซน์ จากการดำเนินการศึกษา
ตามวิธีการทางพีชคณิตและสมบัติของฟังก์ชันตรีโกณมิติ คณะผู้จัดทำได้ประสบความสำเร็จใน
การหาสูตรของฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์ และโคไซน์มุมสองเท่า และสูตรผลบวก ผลต่างของ
ฟังก์ชันส่วนขยายของแทนเจนต์ และโคแทนเจนต์ คือ 

1. สูตรของฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์ และโคไซน์มุมสองเท่า คือ    

                     
2* * * *sin (2 , ) 2sin ( , ) cos ( , ) 2cos( )sin ( , )        = −  

2 2* * *cos (2 , ) cos ( , ) sin ( , )     = −  

2. สูตรฟงัก์ชันส่วนขยายของไซน์ และโคไซน์มุมครึ่งเท่า คือ 

* *
*

2

1 cos ( , ) sin ( , )cos
sin ,

2 2sin

     




− + 
= 

 
 

                    
* *

*

2

1 cos sin ( , ) cos2 cos ( , )
cos ,

2 2sin

      




+ − 
= 

 
 

3. สูตรผลบวก ผลต่างของฟงัก์ชันส่วนขยายของแทนเจนต์ และโคแทนเจนต์ คือ 
*

* *

*
*

* *

cos ( , )
tan ( , ) tan ( , )

cos ( , )
tan ( , )

1 tan ( , ) tan ( , )

A
A B

A
A B

A B

 
 




 

−
+

+ =
−

 

* *
*

*
*

*

tan ( , ) tan ( , )
tan ( , )

sin ( 2 , )
1 tan ( , )

cos ( , )

A B
A B

A
B

A

 


   




−
− =

− + −
+

 

* *
*

*
* *

*

cot ( , ) cot ( , ) 1
cot ( , )

cos ( , )
cot ( , ) cot ( , )

cos ( , )

A B
A B

A
B A

A

 


 
 



−
+ =

−
+
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*
* * *

*
*

* *

sin ( 2 , )
cot ( , ) cot ( , ) cot ( , )

cos ( , )
cot ( , )

cot ( , ) cot ( , )

A
A B A

A
A B

B A

   
  




 

− + −
+

− =
−

 

 

   สูตรนีส้ามารถตอบวัตถุประสงค์ของโครงงานได้อย่างครบถ้วนและสมบรูณ์ และ

สามารถลดรปูเป็นสูตรดั้งเดิมโดยการแทนค่ามุมปรบัเปลี่ยนเป็น 90 ( 90 ) =   

อภิปรายผลการดำเนินงาน 

จากการดำเนินโครงงานในการหาสูตรของฟังก์ชันส่วนขยายของไซน์และโคไซน ์

มุมสองเท่า สำหรับรูปสามเหลี่ยมด้านไมเ่ท่า ซึ่งไดผ้ลคือ                   
2* * * *sin (2 , ) 2sin ( , ) cos ( , ) 2cos( )sin ( , )        = −  และ 

                                    2 2* * *cos (2 , ) cos ( , ) sin ( , )     = −   

คณะผู้จัดทำพบข้อสงัเกตว่าในส่วนของสูตร *cos (2 , )   จะยังคงรักษาโครงสร้างรูปแบบเดิม

ของตรีโกณมิติมุมฉากเอาไว้ แต่ในส่วนของสูตร *sin (2 , )   มีพจน์ส่วนเกินทีเ่พิ่มข้ึนมาคือ 
2*2cos( )sin ( , )  −  ซึ่งพจน์ทีเ่พิม่ขึ้นมานี้เป็นผลโดยตรงจากการปรบัเปลี่ยนของมุม   ใน

สามเหลี่ยมด้านไม่เท่า ทั้งนี้เมื่อทำการตรวจสอบความสอดคล้องทางคณิตศาสตร์โดยแทนค่า 

90 =   ซึ่งทำให้ค่า cos90 0=  พบว่าพจน์ส่วนเกินในสูตรไซน์มุมสองเท่าจะกลายเป็นศูนย์ 

และสง่ผลใหสู้ตรขยายทัง้สองลดรปูกลับไปเป็นสูตรตรีโกณมิติพื้นฐานเดิม 

  ในส่วนของ สูตรฟงัก์ชันส่วนขยายของไซน์และโคไซนม์ุมครึง่เท่า พบว่าสูตรที่ได้

มีโครงสร้างคล้ายกบัสูตรมมุครึ่งเท่าแบบดั้งเดิม แต่มีพจน์เพิม่เติมทีเ่กี่ยวข้องกับมมุ  เพื่อปรับค่า

ให้สอดคล้องกบันิยามของฟังก์ชันส่วนขยายในรูปสามเหลี่ยมด้านไม่เท่า เมือ่แทนค่า 90 = 

สูตรส่วนขยายจะลดรูปเป็นสูตรมุมครึง่เท่าของไซน์และโคไซน์แบบดั้งเดิมทันที สิ่งนี้แสดงใหเ้ห็น

ว่าสูตรที่พฒันาข้ึนมีความถูกต้องทางคณิตศาสตร์ มีความสอดคล้องกบัเอกลกัษณ์ตรีโกณมิตเิดิม 

และสามารถนำไปใช้เป็นพื้นฐานในการศึกษาฟงัก์ชันตรีโกณมิติส่วนขยายในรูปแบบอื่นต่อไป 

  ในส่วนของ สูตรผลบวก และผลต่างของฟงัก์ชันส่วนขยายของแทนเจนต์ และ
โคแทนเจนต์ คณะผูจ้ัดทำได้นิยามและจัดรูปโดยอาศัยนิยามฟังก์ชันขยายของ Luis Teia ซึ่งพบ
ประเด็นสำคัญดงันี้ : 

1. พจน์ส่วนเกินทีเ่พิ่มข้ึนมาในสูตร *tan ( )A B+ และ *tan ( )A B−  คือ  
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*

*

cos ( , )

cos ( , )

A

A

 



−  และ 
*

*

sin ( 2 , )

cos ( , )

A

A

   



− + −  ตามลำดับ พจน์เหล่าน้ีทำหน้าที่เป็นตัวชดเชย

ความเอียงและความยาวด้านในรูปสามเหลี่ยมด้านไมเ่ท่าที่ไม่ได้ต้ังฉากกัน 

2. เมื่อทดลองกำหนดให้สามเหลี่ยมเป็นสามเหลี่ยมมุมฉาก  โดยแทนค่า  
90 = ส่งผลให้มุม  −  กลายเป็น 90ด้วย ซึ่งค่าอัตราส่วนฟังก์ชันขยายที่เป็นพจนป์รบัค่า

เหล่าน้ีจะลดรปูกลายเป็น 1 ทำให้สูตรขยายทั้งหมดยุบรวมกลับมาเป็นสูตรผลบวก และผลต่าง
มุมของแทนเจนต์ และโคแทนเจนต์แบบดั้งเดมิ 
 

ประโยชน์ที่ได้รับจากการดำเนินงาน 

  การดำเนินโครงงานคณิตศาสตร์ครัง้นี้ ทำให้ผูจ้ัดทำเกิดความเข้าใจเกี่ยวกับ

แนวคิดของฟังก์ชันตรีโกณมิติแบบดั้งเดิม และแบบขยาย รวมทั้งเห็นถึงประโยชน์ของสูตรที่ได้ใน

การนำไปใช้ในการแก้โจทยป์ัญหาได ้ 

ข้อเสนอแนะ 

สร้าง Algorithm หรือ Web App ที่ใช้ฟังก์ชัน *sin  และ *cos ในการหาความยาว 
ด้านและมุมของสามเหลี่ยมด้านไมเ่ท่า โดยเปรียบเทียบความเร็วและจำนวนข้ันตอนกบัการใช้ 
กฎของไซน์ และโคไซน์ แบบดัง้เดิม 
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