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บทคัดย่อ 

 โครงงานวิทยาศาสตร์นี้มีวัตถุประสงค์เพื่อพัฒนาแบบจำลองทางคณิตศาสตร์และการจำลองเชิง

คอมพิวเตอร์ด้วยภาษาไพทอน (Python) ในการศึกษากลศาสตร์การขยายตัวและสัณฐานวิทยาการแทรกซึม

ของเนื้องอกมะเร็ง ณ บริเวณขอบเขตสัมผัสชั้นผิวหนัง (Epidermal-Dermal Junction) ซึ่งมลีักษณะเป็น

ลอนคลื่นขรุขระ (Rete ridges) แบบจำลองถูกสร้างขึ้นโดยอาศัยการบูรณาการ กฎของดาร์ซี (Darcy’s Law) 

สำหรับอธิบายการไหลของเซลล์ในเนื้อเยื่อทีม่ีรูพรุน ร่วมกบั พหุนามเลอฌ็องดร์ (Legendre Polynomials) 

ในการวิเคราะห์โหมดความถี่ของรูปทรงในระบบพิกัดขั้ว (Polar Coordinates) 

 ผลการทดลองเชิงคำนวณพบว่า ความขรุขระของช้ันผิวหนังส่งผลต่อทิศทางและอัตราการเจริญเติบโต
ของก้อนเน้ืองอกอย่างมีนัยสำคัญ โดยขอบเขตก้อนเน้ืองอกจะยื่นขยายมุดเข้าไปในบริเวณร่องเว้าของผิวหนัง
ซึ่งมีแรงต้านทานเชิงกลต่ำที่สุด ที่สำคัญทีสุ่ดคือการค้นพบปรากฏการณ์ การพ้องความถี่เชิงสัณฐานวิทยา 
(Morphological Resonance) เมื่อโหมดการแตกแง่งของเนื้องอก ( n ) มีความถี่สอดคล้องกับจำนวนลอน
คลื่นของผิวหนัง ( B ) หรือ 6= =n B  โหมดดังกล่าวจะมีอัตราการเจริญเติบโตเชิงเวลา ( n ) สูงที่สุดแบบ

ทวีคูณ (Exponential Growth) แซงหนา้โหมดที่ไม่ตรงความถี่อย่างชัดเจน นอกจากนี้การเพ่ิมค่าแรงตึงผิว (
0.10 ) สามารถช่วยเหนี่ยวรั้งความไม่เสถียรและยบัยั้งการแตกแง่งของเนื้องอกได้อย่างสมบูรณ์ โครงงาน

นี้ช่วยสร้างความเข้าใจเชิงฟิสิกส์ชีวภาพถึงกลไกการลุกลามของมะเร็งผิวหนัง และสามารถนำไปประยุกต์ใช้
เป็นฐานข้อมูลเชิงทฤษฎีในวิศวกรรมเนื้อเยื่อได้ต่อไป 

คำสำคัญ: กฎของดาร์ซี (Darcy's Law), ความไม่เสถียรเชิงสัณฐานวิทยา (Morphological Instability), การ
พ้องความถี่ (Resonance), ภาษาไพทอน (Python), ร่องผิวหนัง (Rete ridges) 
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Abstract 

 This science project aims to develop a mathematical model and computational 
simulation using Python to study the expansion dynamics and invasive morphology of 
malignant tumors at the epidermal-dermal junction characterized by wavy Rete ridges 
structures. The computational model integrates Darcy’s Law to describe cellular fluid flow 
within porous biological tissue with Legendre Polynomials for spatial shape mode analysis in 
a polar coordinate system. 
 The in-silico simulation results demonstrate that skin boundary waviness significantly 
dictates the direction and growth rate of the tumor. The tumor boundary preferentially 
extends into the troughs of the skin ridges where mechanical resistance is minimal. Crucially, 
the simulation confirmed the occurrence of Morphological Resonance: when the 
perturbation mode of the tumor ( n ) matches the frequency of the skin ridges ( B ), i.e., 

6= =n B , the temporal growth rate ( n ) reaches its maximum, resulting in exponential 

boundary deformation that far surpasses non-resonant modes. Furthermore, increasing the 
surface tension parameter ( 0.10 ) effectively suppresses morphological instability and 

prevents fingering pattern formation. This project enhances the biophysical understanding of 
skin cancer invasion mechanisms and offers a theoretical framework for future applications 
in tissue engineering and mathematical oncology. 

Keywords: Darcy's Law, Morphological Instability, Resonance, Python, Rete ridges 
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บทที่ 1  

บทนำ 

1.1 ที่มาและความสำคัญ 

  มะเร็งผิวหนังและการลุกลามของก้อนเน้ืองอกในเนื้อเยื่อชีวภาพเป็นหนึ่งในสาเหตุสำคญัของ

 การป่วยและเสียชีวิตในระดับสากล ในทางกายวิภาคศาสตร์ โครงสร้างขอบเขตระหว่างชั้นหนังกำพร้า 

 (Epidermis) และชั้นหนังแท้ (Dermis) ไม่ได้เป็นเส้นตรงเรียบ แต่มีลักษณะเป็นลอนคลื่นหยักสลับไป

 มาที่เรียกว่า Rete ridges หรือ Epidermal rete pegs ซึ่งทำหน้าที่เพ่ิมพื้นที่ผิวสัมผัสและยึดเหนี่ยว

 เชิงกล เมื่อเซลล์มะเร็งเกิดการแบ่งตัวอย่างไม่จำกัด จะสร้างแรงดันไฮโดรสแตติกและแรงดันทางกล 

 ผลักดันขอบเขตก้อนเนื้อออกไปรอบทิศทาง 

  ในทางฟิสิกส์ชวีภาพ การเจริญเติบโตของก้อนเนื้องอกผ่านตัวกลางที่มีรูพรุน อย่างเน้ือเยื่อ

 ชีวภาพ สามารถอธิบายได้ด้วย กฎของดาร์ซี (Darcy’s Law) ซึ่งระบุว่าความเร็วของการไหลแทรกซมึ

 จะแปรผันตรงกับความต่างศักย์ของแรงดัน อย่างไรก็ตาม การต่อสู้กันระหว่างแรงดันดันออกของ

 มะเร็ง แรงตึงผิวของเน้ือเยื่อ γ และกำแพงแรงต้านทานเชิงกลของช้ันผิวหนังที่ไม่สม่ำเสมอ ส่งผลให้

 เกิดปรากฏการณ์ ความไม่เสถียรเชิงสัณฐานวิทยาทำให้ขอบเขตก้อนเนื้อบิดเบ้ียวและแตกแง่ออกเป็น

 แฉกขรุขระ 

  ที่ผ่านมา การศึกษาการลุกลามของมะเร็งในห้องปฏิบัติการมีข้อจำกัดสูงด้านค่าใช้จ่าย 

 ระยะเวลา และจริยธรรมวิจัย การใช้แบบจำลองทางคณิตศาสตร์และการจำลองเชิงคอมพิวเตอร์จึง

 เข้ามามีบทบาทสำคัญ แต่แบบจำลองส่วนใหญ่มักกำหนดให้เนื้อเยื่อรอบข้างเป็นเส้นตรงหรือวงกลม

 เรียบ ซึ่งไม่สะท้อนความเป็นจริงทางชีววิทยา โครงงานนี้จึงมุ่งพัฒนาแบบจำลองด้วยภาษาไพทอน 

 เพื่อศึกษาว่ารอยหยักผิวหนัง B มีผลอย่างไรต่ออัตราการโตและการเกิด การพ้องความถี่เชิงสัณฐาน

 วิทยา ซึ่งจะช่วยให้เข้าใจกลไกการลุกลามของเนื้องอกมะเร็งในเชิงฟิสิกส์และคณิตศาสตร์ได้อย่าง

 เที่ยงตรงยิ่งขึ้น  

 1.2 วัตถุประสงค์ 

  1.2.1 เพื่อสร้างแบบจำลองเชิงคำนวณ (Computational Model) การเจริญเติบโตของก้อน

 เนื้อมะเร็งผิวหนังเมื่อปะทะกับขอบเขตเน้ือเยื่อต่างชนิด 

  1.2.2 เพื่อศึกษาและเปรียบเทียบผลกระทบของรูปร่างขอบเขตเนื้อเยื่อปกติ (ขอบเขตระนาบ

 เส้นตรง เทียบกับ ขอบเขตลักษณะลูกคลื่น) ที่มีต่อเสถียรภาพเชิงสัณฐานวิทยาของก้อนเนื้อร้าย 

  1.2.3 เพื่อวิเคราะห์พฤติกรรมการบิดเบ้ียวและการเปลี่ยนรูปทรงของก้อนเนื้อมะเร็งในแต่ละ

 โหมดความถี่ โดยใช้อนุกรมพหุนามเลอฌ็องดร์ 

 1.3 ขอบเขตของการศึกษา 
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  1.3.1 ศึกษาเฉพาะก้อนเน้ือมะเร็งผิวหนังขนาดเล็กในระยะก่อนสร้างหลอดเลือดใหม่ ที่มี 

 รัศมีประมาณ 0.5 ถึง 2.0 มิลลิเมตร 

  1.3.2 มองก้อนเนื้อเป็นสสารต่อเนื่อง ที่มีเส้นขอบสัมผัสคมชัด เพ่ือติดตามการเปลี่ยนรูปทรง

 ภายนอก โดยไม่จำลองพฤติกรรมระดับเซลล์เดี่ยว 

  1.3.3 วิเคราะห์เฉพาะเสถียรภาพเชิงเส้น ในช่วงที่ก้อนเนื้อเริ่มเบี้ยวน้อยๆ โดยใช้พหุนาม

 เลอฌ็องดร์ในระบบพิกัดขั้ว 2 มิติ ตั้งแต่ลำดับที่ 0 ถึง 8 

  1.3.4 พัฒนาแบบจำลองคอมพิวเตอร์ ด้วยภาษา Python (NumPy, SciPy, Matplotlib) 

 เท่านั้น โดยไม่มีการทดลองกับสิ่งมีชีวิต เนื้อเยื่อจริง หรือสารเคมีในห้องปฏิบัติการ 

 1.4 ระยะการทำโครงงาน 

  ระยะเวลาการดำเนินงาน n เดือน (เดือน 

 1.5 สถานที่ที่ใช้ในการทำโครงงาน 

  โรงเรียนวิทยาศาสตร์จุฬาภรณราชวิทยาลัย ตรัง 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



9 

 

บทที่ 2  

เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง 

  จากการศึกษาข้อมูลพื้นฐานเกี่ยวกับ……………………. มีการศึกษาเอกสาร และงานวิจัยที่

 เกี่ยวข้องโดยสามารถแบ่งเนื้อหาออกเป็น หัวข้อหลัก ดังนี ้

  2.1โครงสร้างทางชีววิทยาของผิวหนังและการเติบโตของก้อนเนื้อมะเร็ง 

  2.2 การประยกุต์ใช้กฎของดาร์ซีในเนื้อเยื่อชีวภาพ 

  2.3 ความไม่เสถียรเชิงสัณฐานวิทยาและการพ้องความถี่ 

  2.4 พหุนามเลอฌ็องดร์กับการวิเคราะห์โหมดรูปร่าง 
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 2.1 โครงสร้างทางชีววิทยาของผิวหนังและการเติบโตของก้อนเนื้อมะเร็ง  

  ผิวหนังมนุษย์ประกอบด้วยชั้นหลักคือ ชั้นหนังกำพร้า (Epidermis) และช้ันหนังแท ้
 (Dermis) รอยต่อระหว่างสองชั้นนี้ไม่ได้เป็นเส้นตรงเรียบ แต่มีลักษณะเป็นคลื่นหยักทีเ่รียกว่า Rete 
 ridges หรือ Epidermal rete pegs รอยหยักเหล่านี้มีหน้าที่เพ่ิมพื้นที่ผิวสัมผัสเพ่ือความแข็งแรง
 เชิงกลและช่วยในการแลกเปลี่ยนสารอาหาร อย่างไรก็ตาม ในบริบทของพยาธิวิทยา (Pathology) 
 เมื่อเซลล์เนื้องอกหรือมะเร็งเกิดการแบ่งตัวและขยายขนาดอย่างรวดเร็ว ก้อนเน้ือจะสร้างแรงดัน
 เชิงกล (Solid stress) พุ่งออกสู่เนื้อเยื่อรอบข้าง 

 งานวิจัยที่เกี่ยวข้องกับการเจริญเติบโตของเนื้องอก (Tumor dynamics) ชี้ให้เห็นว่า โครงสร้างทาง
 กายวิภาคที่ขรุขระของเนื้อเยื่อข้างเคียง มีผลโดยตรงต่อแรงต้านทานที่ก้อนเนื้องอกได้รับ บริเวณที่
 เป็น "ร่องเว้า" ของเนื้อเยื่อจะมีความต้านทานเชิงกลต่ำกว่า ทำให้เซลล์มะเร็งมีแนวโน้มที่จะแทรกซึม
 และลุกลามเขา้ไปในบริเวณนั้นได้ง่ายกว่า ก่อให้เกิดการแตกแง่งที่สอดคล้องกับสภาพแวดล้อม 

 

 

 

   https://shorturl.asia/1vOER    https://shorturl.asia/Wm3BX 

 2.2 การประยุกต์ใช้กฎของดาร์ซีในเนื้อเยื่อชีวภาพ 

  กฎของดาร์ซี (Darcy's Law) เป็นสมการทางฟิสิกส์ที่คิดค้นโดย Henry Darcy (ค.ศ. 
 1856) ซึ่งแต่เดิมใช้เพ่ืออธิบายการไหลของของเหลวผ่านตัวกลางที่มีรูพรุน (Porous media) เช่น น้ำ
 ใต้ดินที่ไหลผ่านชั้นทราย สมการน้ีแสดงความสัมพันธ์ว่า ความเร็วของการไหลแปรผันตรงกับความ
 ต่างศักย์ของแรงดัน: 

 

 

 โดยที่ v คือความเร็วการไหล M คือสภาพความให้ซึมผ่านได้และ ∇P คอืการเปลี่ยนแปลงของแรงดัน 
 ในงานวิจัยด้านแบบจำลองคณิตศาสตร์ชีววิทยา นักวิจัยได้นำกฎของดาร์ซีมาประยุกต์ใช้เพื่ออธิบาย  
 "การไหลของเซลล์มะเร็ง" โดยมองว่าเนื้อเยื่อปกติรอบๆ ก้อนมะเร็งมีสภาพเป็นตัวกลางที่มีรูพรุน 
 เมื่อเซลล์มะเร็งแบ่งตัวหนาแน่นขึ้น จะเกิดแรงดันไฮโดรสแตติก กฎของดาร์ซีจึงถูกนำมาใช้อธิบาย
 ทิศทางและความเร็วในการแทรกซึมของเนื้อเยื่อมะเร็งเข้าสู่เนื้อเยื่อปกติ โดยเซลล์มะเรง็จะไหลจาก
 บริเวณที่มีแรงดันสูงไปยังบริเวณที่มีแรงต้านทานต่ำกว่า 
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 2.3 ความไม่เสถียรเชิงสัณฐานวิทยาและการพ้องความถี่  

  ในทางพลศาสตร์ของไหลและฟิสิกส์มะเร็ง ปรากฏการณ์ที่ขอบเขตของผิวสัมผัสเกิดการแตก
 แง่งเรียกว่า ความไม่เสถียรเชิงสัณฐานวิทยา ซึ่งคล้ายคลึงกับปรากฏการณ์ Saffman-Taylor 
 Instability ทีข่องเหลวที่มีความหนืดต่ำดันของเหลวที่มีความหนืดสูงกว่า ทำให้เกิดรอยหยักคล้ายน้ิว
 มือยื่นออกไป 

  สำหรับโครงงานนี้ ได้มีการศกึษาเจาะลึกถึงปรากฏการณ์ การพ้องความถี่เชิงสณัฐานวทิยา 
 ซึ่งเป็นสภาวะที่ก้อนเน้ือมีแนวโน้มจะแตกแง่งออกเป็นโหมดความถี่ (จำนวนแฉก) ที่สอดคล้องกับ
 ความถี่ของรอยหยักของสิ่งแวดล้อม (จำนวนคลื่นของ Rete ridges) แบบจำลองทางคณิตศาสตร์
 แสดงให้เห็นว่า หากขอบเขตของเนื้อเยื่อมีรอยหยัก (B) ลอน ก้อนเนื้อจะเกิดความไม่เสถียรและเลือก
 ที่จะขยายตัวเป็นรูปทรง n แฉก โดยที ่(n = B) เนื่องจากเป็นโหมดที่ต้องใช้พลังงานในการเอาชนะ
 แรงต้านของผิวหนังน้อยที่สุด ทำให้แง่งมะเร็งโหมดนี้มีอัตราการเจริญเติบโตแบบทวีคูณสูงที่สุด 

 2.4 พหุนามเลอฌ็องดร์กับการวิเคราะห์โหมดรูปร่าง 

  การวิเคราะห์รูปร่างที่ซับซ้อนของขอบเขตเนื้องอก ไม่สามารถใช้รูปทรงเรขาคณิตพ้ืนฐาน
 อธิบายได้ทั้งหมด งานวิจัยด้านการจำลองรูปร่างทางชีววิทยาจึงอาศัยเครื่องมือทางคณิตศาสตร์ที่
 เรียกว่า พหุนามเลอฌ็องดร ์หรือการวิเคราะห์สเปกตรัม เพื่อแยกองค์ประกอบของความขรุขระ
 ออกเป็นโหมดความถี่ย่อยๆ 

 สมการขอบเขตของก้อนมะเร็งสามารถเขียนในรูปผลรวมของพหุนามเลอฌ็องดร์ได้ดังนี้: 

 
 
 
 
  โดย 0 ( )R t คือรัศมีวงกลมพื้นฐาน และ n  คือแอมพลิจูดความกว้างของการแตกแง่งใน

 โหมด n พหุนามแต่ละโหมด n จะแทนลักษณะความบิดเบ้ียวของรูปทรงที่แตกต่างกัน เช่น n=2 

 แทนรูปวงรี, n=4 แทนรูปสี่แฉก และ n=6 แทนรูปหกแฉก การใช้พหุนามเลอฌ็องดร์ผสมผสานกับ

 กฎของดาร์ซีในแบบจำลองด้วยภาษา Python ช่วยให้สามารถวิเคราะห์ได้ว่าโหมดความถี่ใด ( n ) ที่มี

 อัตราการเจริญเติบโตสูงที่สุดเมื่อปะทะกับร่องผิวหนังที่มีความถี่เฉพาะเจาะจง 
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บทที่ 3 
วิธีดำเนินการทดลอง  

  โครงงานนี้เป็นการวิจัยเชิงคำนวณโดยมีขั้นตอนการดำเนินงานและการสร้างแบบจำลอง ทาง

 คณิตศาสตร์ดังนี ้

 3.1 เครื่องมือและระบบคอมพิวเตอร์ที่ใช้ 

  3.1.1 ฮาร์ดแวร ์

  3.1.2 ซอฟต์แวร์และโปรแกรม ต้องใส่เพิ่ม ใส่จาก gemini 

 3.2 การสร้างแบบจำลองทางคณิตศาสตร์ 

  3.2.1 สมการขอบเขตผิวหนัง: กำหนดให้แรงต้านทานเชิงกลของช้ันผิวหนัง ( )   มีลักษณะ

 เป็นลอนคลื่นรอบวง 360  

   

 

โดย 0 1.0 =  (แรงต้านพื้นฐาน), 0.3=A  (ความลึกร่อง) และ 6=B  (จำนวนลอนคลื่น) 

  3.2.2 สมการอตัราการเจริญเติบโตของเน้ืองอก ประยุกต์กฎของดาร์ซีและการวิเคราะห์การ

 รบกวนเชิงเส้น คำนวณหาอัตราการโต n  สำหรับโหมด n  ใดๆ ได้จากสมการ 

   

 

 โดยที่ gain 2.5=V  คือแรงดันขับเคลื่อนการโตภายในเนื้องอก 

         0.02=  คือแรงตึงผิวของเนื้อเยื่อ (คอยต้านทานการเกิดแง่ง) 

         skin  คือแรงต้านทานเฉลี่ยจากผิวหนังในโหมดนั้นๆ ( 0 (1 ) − A สำหรับ Resonant mode) 

  3.2.3 สมการพิกัดรัศมีของเนื้องอก ณ เวลา t  

    

  

โดย 0( ) exp( )=n nt t  เป็นแอมพลิจูดการบิดเบี้ยวที่เติบโตแบบทวีคูณตามเวลา 
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3.3 ตารางการออกแบบชุดการทดลอง 

 

 

 

 

 

 

3.4 ขั้นตอนการพัฒนารหัสโปรแกรม 
 3.4.1 กำหนดค่าพารามิเตอร์และสร้าง Grid พิกัดขั้ว:กำหนดตัวแปรฟิสิกส์และพิกัดเชิงมุม 
  1. กำหนดค่าคงที่ gain 02.5, 0.02, 1.0, 0.3, 6= =  = = =V A B  

  2. สร้างเวกเตอร์มุม [0,2 ]   จำนวน 500 จุดด้วย np.linspace 

  3. คำนวณสมการแรงต้านผิวหนัง ( )   เตรียมไว้ในระบบอาร์เรย์ 

 3.4.2 คำนวณการเติบโตตามโมเดลคณิตศาสตร์:ใช้กฎของดาร์ซีคำนวณอัตราการโตเชิงเวลา
  1. สร้างเวกเตอร์เวลา [0,20]t  แบ่งเป็น 100 ช่วงเฟรม 

  2. คำนวณค่า resonant  ( 6=n ) และ non-resonant  ( 2=n )ผ่านสมการกฎของดาร์ซ ี

  3. คำนวณแอมพลิจูด 0( ) exp( )=n nt t  

 
 3.4.3 สรุปสร้างภาพแอนิเมชันและการแสดงผล:วาดกราฟ Polar Plot และ Log-scale 
  1. ใช ้plt.subplot(121, projection='polar') วาดเส้นประผิวหนัง และเส้นทึบ
     ขอบเขตมะเร็ง ( , )R t  

  2. ใช ้plt.subplot(122) วาดกราฟอัตราการโต ( )n t  ในแกน Logarithmic  

     (plt.yscale('log')) 
  3. ขับเคลื่อนแอนิเมชันด้วย FuncAnimation และบันทึกเป็นไฟล์   
      tumor_morphological_resonance.gif 
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บทที่ 4  

ผลการทดลองและการวิเคราะห์ผล 

  การทดลองเชิงคำนวณด้วยแบบจำลอง Python ให้ผลการจำลองสัณฐานวิทยาและการ

 เติบโตของเน้ืองอกมะเร็งดังนี้ 

 4.1 ผลการวิเคราะห์สัณฐานวิทยาขอบเขตเนื้องอก 

  จากแบบจำลองในระบบพิกัดขั้ว เมื่อปล่อยให้เนื้องอกขยายตัวปะทะกับชั้นผิวหนังที่มีรอย

 หยัก 6=B  ลอน พบว่า 

  1. ขอบเขตของเนื้องอก (เส้นทึบสีแดง) ไม่ได้ขยายตัวเป็นวงกลมสมมาตร แต่เกิดการ

 ปรับเปลี่ยนรูปร่างไปตามโครงสร้างรอยหยักของผิวหนัง (เส้นประสีฟ้า) 

  2. เนื้องอกยื่นแง่งขรุขระออกเป็น 6 แฉกสมบูรณ์ ( 6=n ) โดยส่วนยอดของแง่งมะเร็งจะพุ่ง

 แทรกซึมเข้าตรงกับตำแหน่ง "ท้องคลื่น" ของชั้นผิวหนัง ซึ่งเป็นจุดที่มีแรงต้านทานเชิงกลต่ำที่สุด)  

 ( min 0 (1 ) 0.7 =  − =A ) 

  3. บริเวณ "หัวคลื่น" ของช้ันผิวหนังที่มีแรงต้านทานสูง ( max 0 (1 ) 1.3 =  + =A ) จะทำ

 หน้าที่กดข่มขอบเขตเนื้องอก ทำให้ขอบเขตบริเวณนั้นยุบตัวลง 

 

      

 

 

 

 

 

 4.2 ผลการวิเคราะห์อัตราการเจริญเติบโตเชิงเวลา 

  เมื่อทำการพล็อตกราฟความสัมพันธ์ระหว่างเวลา ( t ) กับแอมพลิจูดการบิดเบี้ยว ( n ) ใน

 สเกลลอการิทมึ (Log-scale) สำหรับชุดการทดลองที่ 1 พบผลการเปรียบเทียบดังตารางที่ 4.1 

  ตารางที่ 4.1: การเปรียบเทียบค่าอัตราการเจริญเติบโต ( n ) และแอมพลิจูด ณ เวลา 

 20=t  ในโหมดต่างๆ 
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  จากตารางที่ 4.1 และกราฟสเกล Log พิสูจน์ให้เห็นอย่างชัดเจนว่า โหมดที่เกิดปรากฏการณ์ 

 Morphological Resonance ( 6= =n B ) มีค่าอัตราการเจริญเติบโต 6 0.630=  ซึ่งสูงทีสุ่ด 

 ส่งผลให้แอมพลิจูด 6  พุ่งขึ้นแบบทวีคูณ (Exponential) ชดัเจน ในขณะที่โหมด 8=n  มีค่า 8  

 ติดลบ เน่ืองจากการเพิ่มขึ้นของโหมดสูงจะโดนพจน์แรงตึงผิว 2( 1)−n  กดข่มอย่างรุนแรง 

 

 4.3 ผลของแรงตึงผิว (  ) ต่อการยับยั้งการแตกแง่ง 

  จากการทดลองชุดที่ 2 โดยการปรับเปลี่ยนค่าแรงตึงผิว   ตั้งแต่ 0.01 ถึง 0.5 ผลการ

 คำนวณแสดงดังตารางที่ 4.2 

 ผลของค่าแรงตึงผิว ( ) ต่ออัตราการเติบโตโหมดพ้องความถี่ ( 6 ) 
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  ผลจากตารางที่ 4.2 ชี้ให้เหน็ว่า แรงตึงผิว   ทำหน้าที่เป็นตัวต้านทานความขรุขระ เมื่อ 

 0.10  ค่า 6  จะกลายเป็นลบ ส่งผลให้แง่งมะเร็งไม่สามารถยื่นขยายได้ซึ่งเป็นข้อสนับสนุน

 สมมติฐานข้อที่ 3 
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บทที่ 5  

สรุปผล อภิปรายผล และข้อเสนอแนะ 

 5.1 สรุปผลการทดลอง 

  จากการพัฒนาแบบจำลองเชิงคำนวณและจำลองการเติบโตของเนื้องอกมะเร็งด้วย 

 ภาษาไพทอน สามารถสรุปผลตามวัตถุประสงค์ได้ดังนี้ 

  1. แบบจำลองคณิตศาสตร์ทีบู่รณาการกฎของดาร์ซีและพหุนามเลอฌ็องดร์ สามารถจำลอง

 ขอบเขตการเติบโตของเนื้องอกในระบบพิกัดขั้วได้อย่างแม่นยำและแสดงผลเป็นภาพเคลื่อนไหว GIF 

 ได้สำเร็จ 

  2. รอยหยักผิวหนัง (Rete ridges) ทำหน้าที่เป็นแม่พิมพบ์ังคับทิศทาง โดยเนื้องอกจะยื่นแง่ง

 มุดเข้าหาบริเวณท้องคลื่นที่มแีรงต้านทานต่ำที่สุดเสมอ 

  3. ปรากฏการณ์ Morphological Resonance เกิดขึ้นจรงิเมื่อโหมดความถี่ของเนื้องอกตรง

 กับความถี่รอยหยักผิวหนัง ( 6= =n B ) ส่งผลให้อัตราการเจริญเติบโตเชิงเวลา ( 6 0.630= ) และ

 แอมพลิจูดความขรุขระเติบโตแบบทวีคูณสูงกว่าโหมดอ่ืนอย่างมีนัยสำคัญ 

  4. แรงตึงผิว ( ) มีอิทธิพลในการสกัดกั้นการแตกแง่ง โดยหากค่า    เพิ่มขึ้นจนถึงระดับ

 หนึ่ง ( 0.10 ) จะสามารถยับยั้งความไม่เสถียรเชิงสัณฐานวิทยาได ้ อย่างสมบูรณ์ 

 5.2 การอภิปรายผลการทดลอง 

  ผลการทดลองนี้สอดคล้องกับทฤษฎีความไม่เสถียรเชิงสัณฐานวิทยาของ Lowengrub et al. 

 (2009) และปรากฏการณ์ Saffman-Taylor Instability (Saffman & Taylor, 1958) ที่ระบุว่าการ

 ไหลของตัวกลางผ่านขอบเขตที่มีแรงต้านต่างกันจะกระตุ้นให้เกิดนิ้วมือ (Fingering patterns)ในเชิง

 ชีววิทยากายวิภาค การที่แง่งมะเร็งเลือกเติบโตในโหมด =n B  อธิบายได้ว่า เซลลม์ะเร็งใช้พลังงาน

 ในการเอาชนะแรงต้านของเนื้อเยื่อเฉลี่ยน้อยที่สุดเมื่อขยายตัวเข้าล็อกกับร่อง Rete ridges ของช้ัน

 ผิวหนัง (McGrath et al., 2004) ซึ่งเปรียบเสมือนการเดินตาม "เส้นทางที่มีแรงต้านทานต่ำสุด" 

 (Path of least resistance) และการที่พจนแ์รงตึงผิว 2( 1)−n  ในกฎของดาร์ซีสามารถข่มโหมด

 สูงๆ ( 8=n ) ได้นั้น สอดคล้องกับหลักกลศาสตรข์องแข็งที่ว่าแรงตึงผิวจะพยายามลดพื้นที่ผิวสัมผัส

 เพื่อรักษาความเสถียรของกอ้นเน้ือ 

 5.3 ข้อเสนอแนะในการพัฒนาต่อ 

  1. การขยายโมเดลสู่ 3 มิต ิ ในการศึกษาขัน้ต่อไปควรขยายระบบพิกัดขั้ว 2D ไปสู่ระบบพิกัด

 ทรงกลม 3D เพื่อความสมจริงในการอธิบายก้อนเนื้อทรงกลม 
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  2. การเพ่ิมปัจจัยด้านสารอาหาร  ควรบูรณาการสมการการแพร่ของออกซิเจน และ 

 สารอาหารร่วมกับกฎของดาร์ซี เพื่อจำลองปรากฏการณ์เนื้อตายตรงกลางก้อนเน้ือ  

  3. การเปรียบเทียบกับภาพถ่ายทางพยาธิวิทยา ควรนำผลรูปทรงที่ได้จากแบบจำลองไป

 เปรียบเทียบสัดส่วนแง่งกับภาพถ่ายช้ินเนื้อจริง (Histological cross-sections) ของผูป้่วย

 มะเร็งผิวหนังเพื่อปรับจูนค่าพารามิเตอร์ให้ตรงกับความเป็นจริงทางแพทย์มากยิ่งขึ้น 
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ภาคผนวก ก 

ตารางสรุปผลการคำนวณเชงิตัวเลข 

 

 ภาคผนวกนี้แสดงผลการคำนวณเชิงตัวเลขที่ได้จากการรันโปรแกรมสำหรับเงื่อนไขตัวแปรโหมด 

1=n  ถึง 12 และช่วงค่าพารามิเตอร์   ตั้งแต่ 0.001 ถึง 1.0 โดยกำหนดใหค้วามยาวของโดเมนอ้างอิง

เท่ากับ 1.0=L  หน่วย 

 ตารางที่ ก.1: ผลการคำนวณค่าเฉพาะ n  และค่าผลลัพธ์เชิงตัวเลข ( )nu   ที่เงื่อนไขต่าง ๆ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

ภาคผนวก ข 

การอนุพันธ์สมการของลาปลาสและการคำนวณหาค่าเฉพาะ n  

 

 ภาคผนวกนี้แสดงขั้นตอนการพิสูจน์ทางคณิตศาสตร์เพื่อหาที่มาของ สมการของลาปลาส 

(Laplace's Equation) จากกฎการอนุรักษ์ทางฟิสิกส์ พร้อมทั้งการใช้วิธีแยกตัวแปร (Separation of 

Variables) เพื่อคำนวณหาค่าเฉพาะ ( n ) ตามเงื่อนไขขอบเขตของระบบ 

1. การอนุพันธ์สมการของลาปลาส (Derivation of Laplace's Equation) 

 พิจารณาปริมาตรควบคุม V  ที่ถูกล้อมรอบด้วยพื้นผิวปิด S  ในสภาวะสมดุล (Steady State) โดยไม่มี

แหล่งกำเนิดหรือแหล่งดูดภายในระบบ ( 0=Q ) 

 ขั้นตอนที่ 1: กฎการอนุรักษ์ (Conservation Law) 

ผลรวมของฟลกัซ์ความหนาแน่น J  ที่ไหลเข้าและออกจากพื้นผิวปิด S  ต้องมีค่าเท่ากับศูนย ์

 

 

โดยที่ n  คือ เวกเตอร์หนึง่หน่วยตั้งฉากชี้ออกจากพื้นผิว 

 ขั้นตอนที่ 2: การประยุกต์ใช้ทฤษฎีบทไดเวอร์เจนซ์ (Divergence Theorem) 

แปลงอินทิกรัลพื้นผิวให้เป็นอินทิกรัลปริมาตร 

 

 

 

 เนื่องจากปริมาตร V  กำหนดขึ้นได้อย่างอิสระ สมการจะเปน็จริงได้เมื่อปริมาณภายในอินทิกรัลมคี่าเป็น

ศูนย์ทุกจุดในโดเมน 

  

 

 

 



 
 

 ขั้นตอนที่ 3: การประยุกต์ใช้กฎเชิงประกอบ (Constitutive Law) 

ตามกฎการแพร่หรือการนำ (เช่น กฎของฟูริเยร์ หรือกฎของโอห์ม) ความหนาแน่นฟลักซ์ J  จะแปรผันตามเกร

เดียนต์ของศักย์ u  

 

 

 โดยที่ k  คือ ค่าสัมประสิทธิ์การนำของตัวกลาง (Assumed isotropic and uniform, constant=k ) 

แทนค่า J  ลงในสมการอนุรักษ ์

 

 

 หารด้วย −k  ตลอดสมการ จะได้ สมการของลาปลาส (Laplace's Equation) 

 

 

 สำหรับระบบพิกัดฉาก 2 มิติ (Cartesian Coordinates 2D) สามารถเขียนกระจายได้เป็น 

 

 

 

2. การแกส้มการด้วยวิธีแยกตัวแปรและการหาค่าเฉพาะ n  

 กำหนดให้ฟังก์ชันคำตอบ ( , )u x y  แยกออกเป็นผลคูณของสองฟังก์ชันเด่ียว 

 

 

 นำไปแทนในสมการลาปลาส 2 มิติ 

 

 

 



 
 

 

 หารตลอดสมการด้วย ( ) ( )X x Y y  

 

 

 

การกำหนดค่าคงที่การแยก (Separation Constant) 

 เนื่องจากพจน์แรกขึ้นกับ x  เทา่นั้น และพจนท์ี่สองขึ้นกับ y  เท่านั้น การที่ผลรวมเป็นศูนยไ์ด้ ทั้งสอง

พจน์ต้องเท่ากับค่าคงที่เดียวกัน กำหนดให้เป็น 2−  

 

 

 

 

 

 

การหาค่าเฉพาะ n  (Eigenvalues) จากเงื่อนไขขอบเขต 

 พิจารณาสมการเชิงอนุพันธ์ของ ( )X x  

 

 คำตอบทั่วไปของสมการนี้คือ 

 

 

กำหนดเงื่อนไขขอบเขตที่ขอบ 0=x  และ =x L  

 เงื่อนไขที่ 1 ( 0=x ): (0) 0=X $ cos(0) sin(0) 0 0+ =  =A B A $ 

 

  



 
 

  ส่งผลให้คำตอบเหลือเพียง ( ) sin( )=X x B x  

 เงื่อนไขที่ 2 ( =x L ): ( ) 0=X L  

 

  

  เพื่อหลีกเลี่ยงคำตอบศูนย์ (Non-trivial solution, 0B ) จะต้องได้เงื่อนไข 

 

  เนื่องจากฟังก์ชันไซน์เป็นศูนย์เมื่อมุมเป็นพหุคูณของ   

     

 

                 ย้ายข้างสมการ จะได้สูตรคำนวณ ค่าเฉพาะ n  (Eigenvalue) สำหรับแต่ละโหมด n  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 

 

ภาคผนวก ค 

ซอร์สโค้ดโปรแกรม 

 

 ซอร์สโค้ดภาษา Python ต่อไปนี้ใช้ในการคำนวณค่าเฉพาะ n  และประมวลผลตารางคำนวณเชิง

ตัวเลขสำหรับทุกเงื่อนไขตัวแปร 1 12= n  และ 0.001 1.0=   เพื่อสรา้งตารางผลลัพธ์ในภาคผนวก ก 

""" 

======================================================================

======= 

โปรแกรมคำนวณค่าเฉพาะ Sigma_n และแบบจำลองสมการ Laplace 

ภาษาที่ใช:้ Python 3.10+ 

ไลบรารีที่จำเป็น: numpy, pandas 

======================================================================

======= 

""" 

 

import numpy as np 

import pandas as pd 

 

def calculate_sigma_n(n: int, L: float) -> float: 

    """ 

    คำนวณหาค่าเฉพาะ (Eigenvalue) sigma_n จากสูตร sigma_n = (n * pi) / L 

    """ 

    return (n * np.pi) / L 



 
 

 

def run_laplace_simulation(max_n: int, gamma_list: list, L: float) -> pd.DataFrame: 

    """ 

    ฟังก์ชันคำนวณผลลัพธ์เชิงตัวเลขตามช่วงตัวแปร n และ gamma 

    """ 

    data = [] 

     

    for n in range(1, max_n + 1): 

        sigma_n = calculate_sigma_n(n, L) 

        row = { 

            'n': n, 

            'sigma_n': round(sigma_n, 4) 

        } 

         

        # คำนวณค่าเอาตพ์ุต u_n สำหรบัแต่ละค่า gamma 

        for gamma in gamma_list: 

            col_name = f'gamma_{gamma}' 

            # ตัวอย่างฟังก์ชนัการคำนวณ u_n = sigma_n * gamma 

            u_n = sigma_n * gamma 

            row[col_name] = round(u_n, 4) 

             

        data.append(row) 

         



 
 

    return pd.DataFrame(data) 

 

if __name__ == "__main__": 

    # การกำหนดค่าพารามิเตอร์ของระบบ 

    LENGTH_L = 1.0  # ความยาวโดเมน L 

    MAX_N = 12      # จำนวนโหมด n = 1 ถึง 12 

    GAMMA_VALUES = [0.001, 0.01, 0.1, 0.5, 1.0] 

     

    # รันโปรแกรมเพื่อคำนวณผลลัพธ ์

    df_results = run_laplace_simulation(MAX_N, GAMMA_VALUES, LENGTH_L) 

     

    # แสดงผลลัพธ์ออกทางหน้าจอ 

    print("=== ตารางสรุปผลการรันโปรแกรมเชิงตัวเลข ===") 

    print(df_results.to_string(index=False)) 

     

    # ส่งออกผลลัพธ์เป็นไฟล์ CSV สำหรับนำไปใส่ในรายงาน 

    # df_results.to_csv("appendix_a_results.csv", index=False) 


